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Zeromorph [KT23] 是⼀个基于 KZG10 的 MLE 多项式承诺⽅案。事实上，Zeromorph ⽅案是⼀个更⼀般性的框架，可以基于不同的
Univariate Polynomial Commitment ⽅案，⽐如 FRI-based Zeromorph ⽅案。

Zeromorph 的核⼼要点是将 MLE 多项式的 Evaluations 即「点值向量」作为 Univariate 多项式的「系数向量」。这个做法看起来有些奇怪，不
过这个框架仍然不失清晰简洁性。

理解 Zeromorph 的关键在于对⾼维的 Boolean HyperCube 上取值的变换的理解，以及它们如何对应于 Univariate 多项式的运算。

MLE 多项式  
所谓的 MLE（Multilinear Extension） 多项式  是定义在 Boolean HyperCube 上的⼀类 Multivariate 多项式。它的每⼀项中任何⼀个未知数

的次数都不超过 ，例如  是⼀个 MLE 多项式，⽽  则不是，因为  的次数⼤于 
。

⼀个 MLE 多项式可以对应到⼀个从 Boolean 向量到⼀个有限域的函数，即 ，我们则称其维度为  。下图是⼀个三维的 MLE
多项式  的示例，这个多项式可以唯⼀地被  这个「点值向量」来表示。这对应于 Univariate 多项式中的「点
值式」表示，即 Evaluations form。

当然⼀个 MLE 多项式也可以采⽤「系数式」来表示，即 Coefficients form ，表示如下：

 

对于上图三维 MLE 多项式的例⼦，我们可以将它写为：

 

其中  为 MLE 多项式的系数向量。注意因为 MLE 多项式属于多元多项式（Multivariate Polynomial），任何表示⽅式都需要事
先确定多项式中的项的排序顺序，本⽂以及后续讨论我们都基于 Lexicographic Order。

对于 MLE 多项式的「点值式」表示，我们可以定义为：

 

其中  为 ⼀组关于  维 Boolean HyperCube  的 Lagrange Polynomial：
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MLE 多项式在「点值式」和「系数式」之间存在  的转换算法，这⾥不再深⼊讨论。

我们可以使⽤ ZeroMorph 将⼀个 MLE 多项式映射到⼀个 Univariate 多项式，具体⼀点说，是将 MLE 多项式在 Boolean HyperCube 上的「点
值向量」映射到⼀个 Univariate 多项式 的「系数向量」。

MLE 多项式到 Univariate 多项式  
我们以⼀个简单的例⼦来快速了解下这个映射关系。考虑下⾯⼀个维度只有 2 的 MLE 多项式：

 

容易验证，它在 Boolean HyperCube 上的点值表示为：

 

如果采⽤ ZeroMorph ⽅案，它可以映射到如下的 Univariate 多项式：

 

假设我们有⼀个 Univariate 多项式的承诺⽅案，那么我们就可以计算映射后的 Univariate 多项式的承诺。例如，假设我们有以下的 KZG10 承诺
⽅案的 SRS：

 

根据 KZG10 的承诺算法，我们计算  的承诺如下：

 

后续我们⽤符号  来表示 MLE 多项式  映射所对应的 Univariate 多项式。

多项式映射  

这⼀节，我们讨论下更多的映射情况。为了简化起⻅，我们先考虑三维 MLE 的情况，即 。

假设  只是⼀个常数多项式，即它的系数向量只有第⼀项⾮零，其余元素都为零。多项式可以表示如下：

 

我们考虑下这样⼀个常数多项式会映射到⼀个什么样的 Univariate 多项式。⾸先我们要把它转换成点值式，考虑在⼀个三维的 Boolean
HyperCube 上，⽆论  如何取值，这个多项式在 Boolean HyperCube 上的取值都为 ，那么这也意味着它的点值式为

，于是它所对应的 Univariate 多项式为：

 

那我们再考虑⼀个⼆维的 MLE 多项式 ，它同样是⼀个常数多项式，即 ，那么它对应的 Univariate 多项式为：

 

我们可以看到，虽然两个 MLE 多项式  和  的系数式表示完全⼀样，但它们映射到的 Univariate 多项式并不⼀样。这是因为不管是
Univariate 还是 Multivariate 的多项式，它们的点值式表示都隐含了 Evaluation Domain 的选取。  的 Evaluation Domain 是 3 维的 Boolean
HyperCube，⽽  的 Evaluation Domain 是 2 维的 Boolean HyperCube。因此，当我们计算多项式的点值式时，需要明确下 Evaluation
Domain 的选择，对于 MLE 多项式来说，如果它的 Evaluation Domain 是  维的 Boolean HyperCube，那么我们修改下映射记号表示，在映
射括加上下标 ，即  。下⾯是  在两个不同的 Evaluation Domain 上的映射所产⽣的两个不同的 Univariate 多项式：

 

映射的加法同态  

对于任意的两个 MLE 多项式，如果它们具有相同的维度，⽐如  和  ，假如前者的点值式表示为



 

 

那么它们的和为： ，其点值式为：

 

于是下⾯的等式成⽴：

 

同时不难证明，上⾯的等式对任意的同样维度的 MLE 多项式都成⽴。另外也不难证明：

 

因此，我们说  这个映射具有多项式加法同态性，并且是⼀个⼀⼀映射（Injective and Surjective）。

低维到⾼维的映射  

我们考虑更⼀般多项式的情况，假设⼀个⼆维的 MLE 多项式 ，它在⼆维 Boolean HyperCube 上的取值为 ，那么它
对应的 Univariate 多项式为：

 

⽽  也同样是⼀个 MLE 多项式，维度为 3 。它在 Boolean HyperCube 上的取值为：  ，即前四项为
零，后四项等于  在⼆维 MLE 多项式在 的取值，如下图所示：

这个容易解释，因为当  时，整体多项式取值为零，于是  构成的⼆维正⽅形顶点上的值都为零，⽽当  时，多项式
 等于  。因此  的平⾯正⽅形的顶点上的值等于  ，进⼀步我们可以有这样的结论：

 

快速推导如下 ：

 

这⾥的  推⾼了  的次数，使得它能够刚好放在 3 维的 HyperCube 的⾼位区域（即  的区域）。

接下来考虑下  在三维 HyperCube 上的取值，我们会发现新增加的未知数 ，不管取值为 0 还是 1，多项式的取值只和  有关，因
此，它的点值式等于⼆维点值向量复制⼀份，从⽽填满 3 维的 HyperCube，如下图所示：



换句话说，  在三维 HyperCube 上的点值式为 ，那么它所映射到的 Univariate 多项式为：

 

上⾯的等式可以这么解释：三维 HyperCube 上的取值由两部分拼接⽽成，  与由  推⾼次数的 。

同理可推，  在四维 HyperCube 上的取值为 ，那么它所映射到的
Univariate 多项式为：

 

把低维的 MLE 拉升到⼀个⾼维的 HyperCube 上，就会出现低维 HyperCube 不断复制⾃⼰的现象。我们可以定义⼀个新的多项式函数，
，来表示这种重复的操作：

 

显然， 。

MLE 多项式的余数定理  
TODO: 这个余数定理的正确称呼？

接下来的问题是如何这个 MLE 到 Unvariate 多项式映射来实现 MLE 的 Evaluation Argument 协议。具体点说，问题是如何利⽤  来验证
 在某个点的取值的正确性，⽐如 ？我们虽然已经有⼀个基于 KZG10 的 Evaluation Argument 协议，可惜是基于 Univariate 多项
式，⽽⾮ MLE 多项式。KZG10 利⽤了多项式余数定理，如下公式

 

将商多项式  的承诺  作为 Evaluation Argument 的证明。那么我们如何将 MLE 在⼀个多维的点，⽐如  上的求
值证明问题，转化为 Univariate 多项式在⼀个点 或者多个点上的求值证明呢？

论⽂ [PST13] 给出了⼀个上述定理的多元多项式版本：

 

如果  是⼀个 MLE 多项式，那么它可以被简化为下⾯的公式：

 



这是因为 MLE 多项式  中每⼀个未知数的最⾼次数为 ，对于 ，它除以  因式之后，余
数多项式中将不再含有未知数  ，所以当  依次除以  到  这些因式，我们得到的商多项式
和余数多项式中的未知数个数⼀直在逐个减少，直到最后得到⼀个常数的商多项式 ，当然还有⼀个常数的余数多项式，⽽后者正好是 MLE 多
项式在  处的求值。

我们假设这个最后的求值为  ，即

 

那么我们对余数定理等式的左右两边（都看成是⼀个 MLE 多项式）分别进⾏ Zeromorph 映射，得到对应的 Univariate 多项式。

 

由于映射具有加法的同态性，因此我们可以继续化简上⾯的等式：

 

先看等式左边的  这⼀项直接映射到 ，再看  这⼀项，它映射到 ，

 

或者我们改⽤  函数来表示：

 

看下等式右边的 ，这⼀项是将  维的 HyperCube填充到  维的 HyperCube 上，然后再进⾏映射。根据前⾯的讨
论，我们需要将  维的 HyperCube 连续复制  次，从⽽填满  维 HyperCube：

 

再解释下，因为  表示了⼀个间隔为  的系数向量，其定义展开如下：

 

它的系数向量为：

 

假设有⼀个次数受限的多项式 ，满⾜  ，那么多项式  就表示了⼀个  次多项式  被 
间隔的系数向量重复了  次，最终得到了⼀个  次的多项式。

最后还剩下  这项，如何继续化简它呢？

我们可以分两步来构造它的映射，⾸先看  可以由⼀个 k 维 Hypercube 表示，然后当乘以⼀个新的未知数 ，它就变
成了⼀个  维的 HyperCube。⽽这个新 Hypercube 可以分为两部分，⼀部分都是零（当  时），另⼀部分正是

 。所以我们先利⽤  函数，构造⼀个 HyperCube 的重复模式，其中间隔为 ，然后把  维 HyperCube 进⾏
 次重复，于是我们得到了下⾯的多项式。

 

不过这只是第⼀步。上⾯这个 Univariate 多项式和  还不相等，因为前者在每⼀个重复的  维
HyperCube 中，  部分为零，⽽  部分放的是  维 HyberCube ，这与我们想要的 HyperCube 相反。我
们需要再为它补上  这样的移位因⼦，这样就可以调换  所对应的  维的 HyperCube 的位置（从低位区域转移到⾼位区域）：

 

下图⽤⼀个特定的例⼦演示，其中 ， 左边为移位前的  维 HyperCube，其中上下两半场表示第五个维度，每个半场有两个三维
的⽴⽅体，表示第四个维度。我们可以看到，仅当  的三维⽴⽅体恰好对应 ，⽽当  时，三维⽴⽅体上全为零。
⽽下图右边为移位后的  维 HyperCube，其中的  ⽴⽅体被移位到了右边，也就是  所对应的区域。



到此，我们可以得到 Zeromorph 协议的关键等式：

 

基于 KZG10 的 Evaluation Argument  
注意到上节我们推导出的 Zeromorph 等式是⼀个关于 Univariate 多项式的等式，我们简写为：

 

这⾥  与  定义如下：

 

我们要证明  在点  处的取值为 ，那么我们只需要检查上⾯的多项式是否相等即可。这⾥利⽤

Schwartz-Zippel 引理的思想，让 Verifier 随机挑选⼀个点  ，然后让 Prover 提供  和  的值，以便于 Verifier 验证下⾯的等式
是否成⽴：

 

不过这还不够，因为 Prover 实际上承诺的是 ，为了保证 MLE 余数多项式关系成⽴，我们要强制要求所有的商多项式  的次数都⼩
于 ，即 ，以确保 Prover 没有作弊的空间。

不管是 FRI 还是 KZG10，都提供了证明  的⽅法。本⽂我们仅考虑基于 KZG10 的 Zeromorph 协议。⼀个简单的基于 KZG10 的
Degree Bound 证明协议如下：

Prover 提供  并附加上  发送给 Verifier，

Verifier 验证下⾯的等式：

 

这⾥  的作⽤是把  的 Degree 对⻬到 。因为 KZG10 的 SRS 中，能承诺的多项式的 Degree 最多为 ，所以如果
 的 Degree 超过了 ，那么 ，这样就⽆法⽤ KZG10 的 SRS 中进⾏承诺。反之如果 Prover 可以正确承诺

 ，那就证明了  。

Evaluation 证明协议  

下⾯我们先给出⼀个简单朴素的协议实现，⽅便理解。



公共输⼊  

MLE 多项式  的承诺 

求值点 

求值结果 

Witness  

MLE 多项式  在  维 HyperCube 上的点值向量 

Round 1  

Prover 发送余数多项式的承诺

计算  个余数 MLE 多项式， 

构造余数 MLE 多项式所映射到的 Univariate 多项式 

计算并发送它们的承诺：

 

第⼆轮：Prover 计算，  ，作为  的 Degree Bound 证明 ，⼀并发送给 Verifier

第三轮：Verifier 发送随机数 

第四轮：Prover 计算辅助多项式  与商多项式 ，并发送 

计算  ，

 

计算  及其承诺 ， 作为  在  点取值为零的证明

 

第五轮：Verifier 验证下⾯的等式

构造  的承诺：

 

验证 

 

验证  是否正确，即验证所有的余数多项式的 Degree Bound：  ，对于 

 

效率概述  

证明尺⼨： 

Verifier 计算量： ，

优化协议  
朴素协议中有  个商多项式，它们的 Degree Bound 有  个  ，这显然不够⾼效。不过，我们可以批量地证明这  个 degree bound。下
⾯是传统的批量证明的思路：

Verifer 先发送⼀个随机数 



Prover 把  个商多项式聚合在⼀起，得到 ，聚合的时候把这些商多项式的 Degree 补⻬到同⼀个值，即最⼤的那个商多项式 Degree
 ：

 

Prover 发送  的承诺 

Verifier 发送随机数 

Prover 构造多项式 ，它在  处取值为零，即 

 

Prover 构造商多项式  并将其 Degree 对⻬到最⼤的 Degree Bound ，然后证明  ，并发送承诺 

 

Verifier ⼿⾥有  与 ，他可以根据下⾯的等式，还原出  的承诺：

 

Verifier 只需要两个 Pairing 运算即可验证 ，从⽽得到  个 Degree Bound 证明成⽴

 

此外，Verfier 还可以发⼀个随机数 ，进⼀步聚合  与  的取值证明，因为它们两个在  处的取值都为零。

下⾯是优化版本的 Zeromorph 协议，参⻅ Zeromorph 论⽂ [KT23] Section 6。优化的技术主要是将多个 Degree Bound 证明聚合在⼀起，同
时将  的求值证明也聚合在⼀起。这样可以仅使⽤两个 Pairing 运算来验证验证（这个版本暂时不考虑 Zero-knowledge 的性质）。

Evaluation 证明协议  

公共输⼊  

MLE 多项式  映射到 Univariate 多项式  的承诺 

求值点 

求值结果 

Witness  

MLE 多项式  的求值向量 

Round 1  

第⼀轮：Prover 发送余数多项式的承诺

计算  个余数 MLE 多项式， 

构造余数 MLE 多项式所映射到的 Univariate 多项式 

计算并发送它们的承诺：

 

Round 2  

1. Verifier 发送随机数  ⽤来聚合多个 Degree Bound 证明

2. Prover 构造  作为聚合商多项式  的多项式，并发送其承诺 

 



Round 3  

1. Verifier 发送随机数  ，⽤来挑战多项式在  处的取值

2. Prover 计算  与 

计算  ，

 

计算  ，

 

计算商多项式  与 

 

Round 4  

1. Verifier 发送随机数  ，⽤来聚合  与 

2. Prover 计算  并发送其承诺 

 

Verification  

Verifier

构造  的承诺：

 

构造  的承诺：

 

验证  与 

 

总结  
Zeromorph 总体上来说是⼀个简洁的协议，它将 MLE 的点值式直接映射到 Univariate 多项式的系数，然后利⽤ KZG10 协议来完成 Evaluation
的证明。后续⽂章将讨论如何将 Zeromorph 结合 FRI 协议来实现 MLE PCS。
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