
Montgomery Reduction  
在有限域运算中，我们需要频繁使⽤mod N运算。对于涉及连乘的指数运算，Montgomery Reduction能提供更好
的性能优化。

Montgomery Reduction的核⼼思想是将运算数转换到⼀个特殊的Montgomery Form，其所有的除法运算都可以
被显著简化。

让我们通过⼀个具体例⼦来理解：

设模数 N = 97，我们需要计算 。传统⽅法需要对 的结果进⾏求余运算，这涉及到开销较⼤的
除法运算。

Montgomery Form转换  

1. 选择R = 100（通常选择为2的幂，这⾥为便于演示选⽤100，我们仅需在10进制下取尾数和抹除尾部的00即
可）

2. 对于输⼊ a = 15, b = 32：

Montgomery乘法过程  

1. 计算Montgomery Form的乘积： 

2. 结果转换：

由于经过了两次Montgomery Form转换，结果包含  项，需要消除⼀个 

我们需要在不改变  结果的情况下调整  ，使其能被  整除

我们可以给T加上若⼲次  ，这样 的结果仍然不会被影响，于是我们有了 

我们⼜需要合适的x，使得  能被  整除

通过同余等式 ，即 

我们把  记为 ， （提前计算）

上⾯求得的  即为Montgomery Reduction中的 , 

3. 具体计算： 第⼀次Montgomery Reduction ( )：

 （注：mod 100在10进制下就
是取2位尾数）

 （注：除以100在10进制下
就是抹掉尾部的00）

第⼆次Montgomery Reduction ( )：

优势分析  



虽然单次运算时Montgomery Reduction似乎并未节省太多计算资源（转换到Montgomery Form时仍需mod N运
算），但在需要连续模乘运算的场景下（如模幂运算），其优势就⾮常明显：

1. 模幂运算示例：计算 

传统⽅法需要在每次乘法后进⾏mod N运算

使⽤Montgomery Form后：

初始转换：

中间运算⽆需除法：

只需在最后转换回原始形式

2. 主要优势：

避免中间步骤的mod N运算

消除⼤部分除法运算

适合硬件实现（R选择2的幂时，除法和取模都可以⽤移位和位与运算完成）

特别适合需要连续模乘运算的场景

⼯程实现  

在实际⼯程中，我们通常通过将元素a乘以 来将其编码到Montgomery Form。这种⽅式的优点是：

1. Montgomery Reduction和乘法可以合并为统⼀的mul函数：

2. 这样encode和decode都可以⽤同⼀个mul函数：

这种统⼀的实现⽅式使代码更简洁，同时当R选择为2的幂时，所有的除法和取模运算都可以通过移位和位与运算⾼
效完成。

对于模幂运算，我们可以看到Mont乘的优势：

1. 传统算法：  每⼀步都需要进⾏昂贵的
除法运算来求余

2. Montgomery算法：

所有中间步骤都只需要简单的移位操作，⼤⼤提升了性能。
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