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Gemini [BCH+22] 是⼀种 elastic SNARK，所谓 elastic 是指证明者可以通过设置参数在证明时间和内存之间权衡，以
满⾜不同使⽤场景的要求。

作为 Gemini 的核⼼算法，Tensor Product Check 为我们提供了⼀种证明多元线性多项式（Multilinear
Polynomial）求值的⽅法，如 。换句话说，该⽅法实现了从多元多项式到⼀元多项式的转换，从⽽启发我
们构造⼀种新的多元多项式承诺⽅案。

在具体构造上，Tensor Product Check 采⽤了与之前的⼯作（Sumcheck, Bulletproofs, FRI）类似的 split-and-fold
思想，达到了⽐较⾼效的通信和验证者复杂度，同时其证明者算法能够实现 elastic 性质。

MLE and Tensor Product  
在 Zeromorph 笔记中我们提到，⼀个 Multilinear Extension 唯⼀地对应到⼀个从 Boolean 向量映射到有限域的函
数，形如 。下图是⼀个三维的 MLE 多项式  的示例，这个多项式可以唯⼀地被

 这个 「点值向量」来表示。

同样地，⼀个 MLE 多项式也可以采⽤「系数式」来表示，例如上图可以写成

 

该表达式中单项式的排序基于 Lexicographic Order.

除了「点值式」和「系数式」之外，接下来我们介绍⼀种新的表达形式——基于「张量积」（Tensor product）的表
达式。

简单来说，张量积是两个向量之间的⼀种特殊”乘法”，记作 。具体来说，我们可以先计算 （假设  均为
列向量），接着将得到的矩阵按列相接成⼀个向量，该向量即为张量积的结果。例如  和

：

 

可得 。

对⽐我们之前提到的「系数式」表达的 MLE 多项式， 我们会发现它的所有单项式都可以由⼀个连续的张量积得到：

 

我们将左式简记为 。那么⼀个 MLE 多项式可以写成内积形式：
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其中左边元素是系数向量  ，右边元素则是⼀个单项式向量 。

Split-and-Fold ⽅法  
在 Gemini 中，作者给出了⼀个基于⼀元多项式承诺⽅案（例如 KZG10）来检查张量积正确性的协议，基于该协议我
们可以进⼀步构造实现多元到⼀元多项式转换。我们⾸先以提到的三维 MLE 多项式为例，解释 Tensor Product
Check 的主要思路。

假设证明者想要证明实例： ，满⾜关系 ，其中  在  有限域上。

⽅便起⻅，我们将向量  中元素的下标改写成⼩端序的⼆进制表示，即

 

其中 。

将重新编号后的 tensor product 展开后，会得到下边这个等式

 

我们会发现每个系数  的下标与相乘的  的指数是⼀⼀对应的，即

 

因此，我们总能够将  按  的指数  分成等⻓的两部分，且两部分分别满⾜⼀个 tensor product ⼦问题。例如 

根据  划分后，可以得到关于  的两个 tensor product 关系：

 

注意到，这两个⼦问题中，内积的右边元素相同：均为 ，因此它们可以进⼀步合并成⼀个

。

可以看到，对于⼀个  ⻓度的向量 ，我们将其分开为两个  ⻓度的向量，再合并成⼀个向量。通过这⼀轮操
作，我们把⼀个  ⼤⼩的 tensor product 问题变成了  ⼤⼩的问题。

以此类推，该问题可以最终被减少到  ⼤⼩。

【多元多项式 Split-and-fold】

之前提到过，我们可以将⼀个 tensor product 关系看作多元多项式的求值关系，即

 

对于多元多项式 ，其在第  轮时 split-and-fold 过程如下：

split: 证明者将多元多项式  分成两部分：第⼀部分的任意单项式中包含阶数为 0 的 （记作 

），第⼆部分的任意单项式中包含阶数为 1 的 （记作 ），三者满⾜

 



fold: 证明者将分开的两个多项式  线性组合，组合时使⽤的权重为 , 得到新的多元多项式记

作 。

下图我们给出  时的计算过程：

Tensor Product 检查协议  
通过上述递归算法，我们将检查  ⻓度的 tensor product 关系的正确性归约到检查  次 split-and-fold
过程的正确性。

实际上，这⼀分治解决问题的思想（split-and-fold）在很多之前的协议中出现过，如Sumcheck，Bulletproofs 和

FRI。不同的是 Gemini 给出了基于 KZG10 来证明 split-and-fold 过程的协议，该协议需要  次交互。

我们给出证明 tensor product 关系的 PIOP 协议如下：

【Tensor-product 检查协议】

⽬标关系：

证明者输⼊：公共参数，实例 , 秘密 

验证者输⼊：公共参数，实例 

1. 证明者构造⼀元多项式 。

2. 对 ，证明者计算

 

其中  分别为  的偶数阶项和奇数阶项构成的多项式，满⾜

。

1. 证明者向验证者发送  的 Oracles。

2. 验证者随机选取挑战值  并对 Oracles 进⾏以下查询：

 

其中 , 当  时，忽略查询  ，并直接令 。

1. 对 ，验证者检查

 

在每⼀轮中，证明者会分别为 split 之前，和 fold 之后得到的多项式⽣成 Oracles，具体来说，⼀个 split-and-fold 关
系可以写成：

给定 ，权重 ，它们满⾜如下关系



 

⼜因为偶次、奇次多项式分别满⾜（1） ，（2）
，我们可以进⼀步地将上述两个等式写成⼀个，即

 

要检查该等式成⽴，验证者只需要在  有限域上随机选取⼀个挑战值 ，并检查  时  的值是否满⾜关系
即可。

多元到⼀元转换  
在介绍多元到⼀元转换的协议的之前，我们再深⼊分析⼀下 tensor product 协议中隐藏的⼀些原理。虽然 tensor
product 协议的⽬标时证明⼀个多元多项式的取值，但除了输⼊多元多项式的系数向量以外，协议中涉及的多项式均
为⼀元的。

我们不妨将 Split-and-fold 过程⽤⼀元多项式写出来：

【⼀元多项式 Split-and-fold】 在第  轮时：

split: 证明者将⼀元多项式  分成两部分：第⼀部分的任意单项式中包含阶数为偶数的 （记作 

），第⼆部分的任意单项式中包含阶数为奇数的 （记作 ），三者满⾜

 

fold: 证明者将分开的两个多项式  线性组合，组合时使⽤的权重为 , 得到新的⼀元多项式记

作 。【注】这⾥我们需要引⼊⼀个额外的映射 来得到

。

因此，tensor product 协议可以看作是证明者同步地在⼀元多项式  上执⾏⼀个递归算法来模拟  的计算过程，

我们以三维多项式为例，描述第  轮时的计算过程：

⼀元多项式中 split-and-fold 计算如下：

与多元多项式 split-and-fold 对⽐，⼀元多项式第⼀轮中的⾃变量  就对应多元中的 ，在第⼆轮中则是  对应

。实际上，这两个过程分别是对系数向量  在不同「基」上的计算。

当我们需要在基  上计算多元多项式的值时，我们只需要对应地在  上（即⼀元多项式
上）同步地进⾏相同操作，便可以⽤⼀元多项式模拟出多元多项式的求值过程。

更正式地说，我们就得到了⼀个多元基向量空间到⼀元基向量空间的映射关系：



 

因此，我们说 tensor product 协议为我们提供了⼀个从多元到⼀元的证明⽅法，即 multi-to-uni IOP。如下图所示，
在理想情况下，我们希望证明者能够直接⽣成⼀个多元多项式的 Oracle 并发送给验证者。然⽽在⼯程中缺少⾼效的
多元多项式承诺⽅案，证明者只能构造⼀个对 Tensor Product Check 的证明协议（也就是 Multi-Uni-IOP）来在⼀元
多项式上模拟多元多项式求值的计算过程。

证明者需要发送  个⼀元多项式的 Oracles，分别让验证者进⾏查询并检查。由于这些检查彼此独⽴，验证者可以⼀
次性对所有 Oracles 在某个点  上进⾏查询，⽽不需要  个点。

基于KZG实现  
对前⽂给出的 IOP 协议，我们可以部署⼀元多项式承诺⽅案（KZG10）将其编译为⼀个 AoK（Argument of
Knowledge）。KZG10 能够⽀持⼀个多项式在某个点上的求值证明，其优点是拥有常数⼤⼩的证明，且⽀持批量证
明。缺点是需要可信初始化，且证明复杂度相对较⾼（需要 FFT 运算）。

【注】由于我们将 IOP 编译为 Argument of Knowledge，因此 KZG10 需要满⾜ extractability，该性质的证明在
Marlin [CHM+19] 中给出。

我们先简单回顾⼀下 KZG10 的证明原理：给定公共参数： 。在初始化阶段随机选取  并
计算  和向量

 

我们⽤中括号记号  来表示⼀个椭圆曲线群元素的上的标量乘法 。KZG 证明过程如下：

1. 证明者计算  阶⼀元多项式  的承诺 。

2. 证明者在  点上公开多项式的值为 ，并计算商多项式

 

⽣成求值证明 。

1. 验证者检查求值证明 。

因此，要编译 IOP 协议只需要分别对协议中产⽣的多项式  进⾏承诺，并在指定点  上打
开即可。但有两点仍然需要我们注意：（1）这些多项式的阶数并不相同，为了防⽌证明者作弊使⽤不满⾜满⾜阶数
要求的多项式，需要采⽤ Marlin，Zeromorph [CHM+19, KT23] 中的⽅法来限制多项式的 Degree Bound。（2）⼤
部分多项式都需要在  这三个点上公开，如果对每个点分别⽣成求值证明会增加证明⼤⼩以及验证复杂度。
多点求值证明技巧可以⽤来优化这个问题。



Degree Bound 证明: 为了证明 

证明者提供  并附加上  发送给验证者

验证者检查等式 

多点求值证明：为了证明  在  公开为 

证明者随机⽣成⼀个阶数与  相同的多项式 ，该多项式需要经过点 

证明者提供  和求值证明 

验证者检查等式 

【注】上述两个技巧都需要在 Setup 阶段额外⽣成 。

【协议描述】

下⾯我们先给出基于 KZG 编译的 Multi-to-Uni AoK ⽅案：

Instance

向量  的⼀元多项式承诺 ，⻓度 

求值点向量 

求值结果 

Witness

多元多项式的系数向量 

交互过程

1. 证明者⽣成多项式  并计算和发送它们的承诺 

2. 证明者计算并发送多项式  的 degree bound 证明 

3. 验证者随机选取点  并发送给证明者

4. 证明者计算每个多项式的求值证明，其中

 % 

 % 

1. 验证者检查：

 的 degree bound 证明  的正确性

 的多点求值证明  的正确性

split-and-fold 关系的正确性，即对 ，下列等式是否成⽴：

 

【性能分析】

证明⼤⼩： 元素

验证者计算量： 
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