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本⽂主要受 Proximity Gaps & Applications to Succinct Proofs 视频中的启发，结合论⽂[BCIKS20] ，介绍
Proximity Gaps 的概念，以及与 Proximity Gaps 有着紧密联系的 Correlated Agreement 定理，其在 FRI 安全性
证明中起了⾮常重要的作⽤。

在 FRI 协议中，对于⼀个多项式  ，设  ，其是⼀个次
数⼩于  的多项式，将其在域  上进⾏求值，其中  ，则  。Prover 想向 Verifier 证明

 的次数确实是⼩于  的。如果  ，则 Verifier 输出 accept  ，如果  距离对应的编码空间
 有  远，则输出 reject  。Verifier 能够获得的是关于⼀系列函数的 oracle ，FRI 协议想要实现的

就是 Verifier 查询 oracle 尽可能的少，并能区分出  属于上述哪⼀种情况。

不妨设  为偶数，那么

 

可以发现函数

 

开始 Prover 想向 Verifier 证明  的次数⼩于  ，现在可以分解成三个⼦问题：

1. 证明函数  的次数⼩于  ，即 

2. 证明函数  的次数⼩于  ，即 

3. 证明 

其中  。第三项是证明奇偶拆分是正确的。同样可以分别对  和  进⾏类似  那样奇偶
项的分解，分别分解成两个次数⼩于  的多项式，这样就要证明 4 个多项式的次数⼩于  ，直到最后分解到
证明常数多项式。这个过程如下图所示，可以发现要证明的多项式在以  的指数的形式增⻓。在这个过程中，为了
证明奇偶拆分是没有问题的，需要发送关于所有这些多项式的 oracle 给 Verifier ，可以想象发送的多项式实在是太
多了，随着  的增加是爆炸性增⻓的。
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...

既然我们的⽬的是证明多项式的次数⼩于某⼀个数，我们的想法是不希望对  分解问题时像上⾯那样分叉，分
成两个多项式，我们想要下⼀步证明⼀个多项式次数⼩于  ，这样能⼤⼤减少发送的多项式。怎么做到这⼀点
呢？我们可以向 Verifer 要⼀个随机数  ，将  和  作线性组合，得到  ，将  的
次数⼩于  的问题分解为：

1.  的次数⼩于  ，即 

这时发送的多项式的图形就变成下图这样了，可以看到要发送的多项式的 oracle ⼤⼤减少了。

+r

...

+r' +r''

degree < k <k/2 <k/4 <k/8

那么现在剩下⼀个问题是，这样做是否和原来的⽅式等价呢？当然如果 Prover 是诚实的，根据 RS 编码的线性性，
 ，那么其线性组合之后依然是在  中的。但如果 Prover 作弊

呢？例如  距离编码空间  有  远，我们希望⽤随机数  进⾏线性组合之后的
 还是有  这么远，这样 Verifier 能够发现 Prover 作弊。我们不希望的是折叠之后的
 距离对应的编码空间变得更近了。Proximity Gaps 告诉我们发⽣这样的概率是⾮常⼩的，和中彩

票⼀样，这样我们就可以⼤胆的⽤随机数进⾏折叠了。

Proximity Gaps  



上⾯我们考虑的是两个多项式折叠的情况，实际中我们会⽤到随机数⼀次进⾏多折或者对多个多项式进⾏ batch。
这⾥我们不妨考虑⼀般的情况，假设有  个向量  ，对每⼀个  ，可以看作是  上

的多项式，也可以看作是  维的向量。对这  个向量进⾏线性组合，记作  ，
这⾥的  是  中的 affine space ，记编码空间  。

我们关⼼  中的元素与编码空间  之间的距离关系是怎样的。如下图所示，将编码空间  中的所有 code 表示为
点，以这些点为圆⼼，以  为半径画⼀个球体。  形成的空间⽤⼀个⼆维平⾯表示，如果  中的元素距离  中的
某些 code 之间的相对 Hamming 距离⼩于等于  ，就说明与图中的某些 Hamming 球之间有交集，将所有的这些
交集并起来就形成了图中绿⾊的阴影区域。换句话说，对于阴影区域  的每⼀个元素  ，⼀定存在⼀个

 ，使得  。

A

affine space

code
Hamming ball

shadowed region

我们将  中的所有的 affine space 组成⼀个集合  ，Proximity Gaps 结论[BCIKS20, Theorem 1.2]告诉对
于任意⼀个  （如 ），都有要么  中的所有的元素都在阴影区域⾥⾯，
要么  中只有很少的⼀部分元素在阴影区域中。不可能说  中⼀半的元素在阴影区域，⽽另⼀半的元素不在阴影
区域中。⽤公式表达就是只能符合下⾯两种情况之⼀：

1. 

2. 

我们称  为 proximity 参数(proximity parameter)，  为误差参数(error parameter)，它是⼀个⾮常⼩的数。当
然关于  有具体表达式的，其和  是相关的，即  ，其中  表示码率，  。

那么这⾥的阴影区域代表什么呢？这个结论与 FRI 的安全性分析之间有什么关系呢？下⾯针对诚实的 Prover 和作
弊的 Prover 这两种情况来应⽤ Proximity Gaps 结论进⾏分析。

诚实的 Prover  



如果是诚实的 Prover ，那么对  中的每⼀个向量都有  。

A = span .
.
.

.

.

.

random linear combination

由 RS 编码的线性性，我们知道线性组合之后⼀定还在编码空间  中，因此  ，此时  中所有的元素都在
 中，那么 Verifier 进⾏随机线性组合之后，任意选取⼀点  ，都能得到  ，此时 Verifier ⼀定会接
受。这种情况对应 Proximity Gaps 中的第⼆种情况，取  ，此时

 

恶意的 Prover  

如果 Prover 作弊，假设在 Prover 发送给 Verifier 的  个向量  中混⼊了⼀个向量距离 
有  远，即

 

那么在  中，取  ，肯定有

 

此时根据 Proximity Gaps 结论，已经有  中的⼀个元素不在阴影区域内了，因此排除
 这种情况，只能是  。这也说明哪怕  个向量中只有⼀个

向量距离对应的编码空间有  那么远，  中⼤部分元素都距离  有  那么远。换句话说，随机从  中选取的⼀
点  ，其与  之间的距离能代表  个向量中距离  的最远距离。

现在 Verifier 就从  中随机选取⼀点  ，来检查  是否⼤于  ，会出现两种情况。⼀种是选到了图
中的阴影区域，另⼀种是选到阴影区域之外。



Affine space A

shadowed region
very very small

random choose one point a

a

prover is very lucky
a

情况 1 ：  。 此时 Verifier 选取的点  在阴影区域内。我们说此时 Prover ⾮常幸运，虽然 Prover
提供了的错误的 witness ，即距离编码空间  远，但是随机线性组合之后距离编码空间变得有  那么近了，此时
Prover 能成功骗过 Verifer 。出现这种情况对 Verifier 来说不是好事，好在 Proximity Gaps 结论告诉我们

 ，也就是随便选⼀点能进⼊阴影区域的概率是⾮常⾮常⼩的，Prover 需要像中彩票那
么幸运才⾏，也就是此时 Prover 能成功骗过 Verifier 的概率不会超过  。

情况 2 ：  。 此时 Verifier 选取的点  在阴影区域外。Prover 还有可能作弊成功吗？还是有的，因
为 Verifer 收到了关于  的 oracle ，但是不会去检查  中的所有值，只想查询某⼀些值来看是否在  中。如果
Verifier 只查询⼀次，由于  ，那么  中有⼤于  ⽐例的分量与  对应的分量不等，此时 Verifier 有
⼤于  的概率抓到 Prover 作弊，也就是说此时 Prover 能作弊成功的概率不超过  。

a[0] a[1] a[2] ... a[n-1]

v[0] v[1] v[2] ... v[n-1]

a

v

=? =? =? =? =?

Verifier choose one to check

如果 Verifier 重复查询  次，此时 Prover 能作弊成功的概率不会超过  。

那么，作弊的 Prover 能够成功的概率是上述两种情况的联合概率，即不会超过

 

上⾯分析的思路其实就是⼀般 FRI 协议 soundness 分析的思路，论⽂中会将发⽣情况 1 叫做发⽣了⼀些“坏”的事件
(“bad” event) ，然后假设“坏”的事件没有发⽣的情况下，估计情况 2 的概率，最后再将两个结合起来进⾏分析。

我们知道 FRI 协议分为两个阶段，⼀个是 Commit 阶段，另⼀个是 Query 阶段。我们可以将上述两种情况与这两
个阶段对应起来：

1. 上述情况 1 发⽣在 Commit 阶段，Verifier 会选取随机数让 Prover 对多项式进⾏折叠。

2. 上述情况 2 对应发⽣在 Query 阶段，此时 Verifier 会随机选取⼀些点进⾏ query 检查。



如果是 batched 版本的 FRI 协议，想证明多个多项式  ，都是⼩于  次的多项式，可以先⽤随
机数  进⾏聚合，得到

 

然后再对  应⽤⼀般的 FRI 协议，证明其是⼩于  次的多项式。这⾥分析 soundness 也是对应上述情况 1
，即可能存在由于随机数的选取导致  距离对应的 RS 编码空间变得不再有  远。

 增加带来的影响  
下⾯分析下 proximity 参数  的增加会带来什么影响？我们已经分析出作弊的 Prover 能成功骗过 Verifier 的概率
不超过

 

这个概率由两部分组成，  的增加会导致：

+

malicious Prover Verifiersoundness

happy :) sad:(

happy :)sad:(

1. 。从图形上来理解，  控制了每个 Hamming 球的半径，如果  增⼤，那么 Hamming 球变⼤，其与
affine space  之间的交集按理说就会更⼤，也就是阴影区域增⼤，这就意味着  会变⼤。

对作弊的 Prover 来说是好事 :） 。因为此时 Prover 变得⽐之前更加幸运了，有更⼤的概率进⼊绿⾊的
阴影区域，能成功骗过 Verifier 了。

⾃然，对 Verifier 来说是坏事 :( 。

2. 。这个式⼦是直接和  相关的，  增⼤，那么  会变⼩。

对作弊的 Prover 来说是坏事 :( 。因为此时 Prover 作弊成功的概率会变⼩。

对 Verifier 来说是好事 :) 。 此时有更⼤的概率抓住 Prover 作弊。在达到相同的安全性要求下， Verifier
只需要更少的轮询次数就能达到要求了。

可以看到，  的增加使得  变⼤，  变⼩，在实际中，  是⾮常⼩的，  在整个和式中所占⽐例更
⼤，因此整体还是会变⼩的，这对于整个 FRI 协议来说，soundness 变⼩，也说明会更加安全。

上⾯是从 soundness ⻆度分析的，视频 Proximity Gaps & Applications to Succinct Proofs 中还提到⼀点，  的
增⼤会使得 Correlated Agreement 结论变得更弱， Correlated Agreement 是⼀个⽐ Proximity Gaps 更强的结
论（到⽬前为⽌，还没有证明出它们等价）。下⾯就介绍下 Correlated Agreement 结论。

Correlated Agreement

https://www.youtube.com/watch?v=8AMiZdWA1eM


Correlated Agreement  
前⾯提到的 affine space  ，为保持和 [BCIKS20, Theorem 1.6] 结论⼀致，在第
⼀个向量  前不使⽤随机数，设  。

Correlated Agreement 定理 ([BCIKS20, Theorem 1.6]) 说的是如果  并且

 

其中，  就是 Proximity Gaps 结论中给出的  ，那么存在  ，以及  使得

1. Density ：  ，

2. Agreement ：对任意的  ，有  。

意思是如果落⼊阴影区域的元素很多，占⽐⽐ Proximity Gaps 结论中的  还⼤的话，那么在  中存在码字
 ，会在区域  中存在⼀个占⽐很⼤(超过  )的⼦集  ，在这⾥每个  都能与对应的  在 

上是⼀致的。根据 Proximity Gaps 的结论，  中的元素分为以下两种情况：

1. 

2. 

现在落⼊阴影区域的元素占⽐⽐  还⼤，那么⾃然排除第⼀种情况，得出  中所有的元素都落在阴影区域中，即

⽽ Correlated Agreement 定理给出了更加具体的结论，说的是在折叠之前的元素  与在编码空间  中找到的码
字  之间的关系。

例如，Prover 想证明的是⼀个多项式  ，设  ，计算
 ，Prover 就会将这些值的 oracle 发送给 Verifier ，实际中会采⽤ Merkle 树的⽅式来实现

oracle。

...

...

将  通过拆分得到两个多项式  与  。诚实的情况下  ，其中
 。

Correlated Agreement 结论告诉我们，对于  与  形成的 affine space  ，如
果  中有超过 Proximity Gaps 结论中的  的⽐例的元素都落⼊了“阴影区域”，即满⾜  ，那么就存
在如下图所示的  ，以及  。不妨设  ，那么根据结论

 ，有指标  。在所有的  上，  与  ⼀致，  与  ⼀致，在图中⽤绿⾊表
示，意思就是在这些  集合中的点上求值，它们的值是⼀样的。
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RS code
degree < k/2

回到  增⼤的分析，可以看到随着  的增⼤，Correlated Agreement 结论⾥的第⼀条 Density 中的  就会变
⼩，这使得结论中能确保的存在  中的  与  ⼀致的⼦集  就变⼩了，使得得到的结论更弱了。

在 [BCIKS20] 论⽂中说到， Proximity Gap 定理([BCIKS20, 定理 1.2]) 就是通过 Correlated Agreement 定理
([BCIKS20, 定理 1.6]) 推导得出的，但是 Proximity Gap 定理⽬前还不知道能否推出 Correlated Agreement 。如
果 Proximity Gap 不能推出 Correlated Agreement 定理的话，说明 Correlated Agreement 定理是⼀个⽐
Proximity Gap 定理更强的结论。那如果能推出的话，说明这两个定理就等价了。

?

✓
Correlated Agreement Proximity Gaps

其实 Correlated Agreement 定理的版本很多，取不同的  就能得到不同的定理，  可以是：

1. 线(lines)：

2. 低次参数化曲线(low-degree parameterized curves)：

3. affine space：

同时，关于 Correlated Agreement 定理的条件

 

这⾥我们测量的是  与  之间的相对 Hamming 距离，我们还可以将这个测度变得更⼀般化，加上权重，给⼀个
权重函数  ，定义两个向量  与  之间的相对  -agreement 为

 

当取  时，

 



这个测度的值就完全等于⽤  减去相对 Hamming 距离了。同样定义⼀个向量  与编码空间  之间的最⼤
agreement 为

 

将定理中的条件变为：

 

就会得到对应的 Weighted correlated agreement 定理(⻅[BCIKS20, Section 7])。可⻅ Correlated agreement 定
理是⾮常灵活的。在论⽂[BCIKS20, Theorem 8.3]中关于 batched FRI 协议的 soundness 证明，就先定义了需要
的权重函数  ，使⽤ Weighted Correlated Agreement 定理来证明，⽽不是⽤ Proximity Gap 定理来进⾏证明。
且该定理⼀般都出现在反证法中，它能有⼒的帮我们找到编码空间的码字  ，且满⾜定理结论中说到的性质，能
够通过推导帮助我们找到⽭盾。

Correlated Agreement 定理在 soundness 中的应⽤  
这⾥简单描述下 Correlated Agreement 定理在 soundness 证明中的应⽤，没有那么严谨，实际的安全性分析会
更加复杂。

前⾯说过 FRI 协议的 soundness 分析分为两个部分：

1. 在batch 阶段 或者 Commit 阶段，由于随机数的选择不当，使得原本距离编码空间很远的多项式，经过折叠
之后距离相应的编码空间变得更近了，也就是进⼊了“阴影区域”。

2. 在 Query 阶段，由于随机进⾏检查，导致没抓住 Prover 作弊。

Correlated Agreement 定理主要就是应⽤在第⼀部分中的概率分析，会先定义“坏”的事件  ：折叠之前
 ，将  拆分为  与  ，再⽤随机数  进⾏折叠之后得到  ，发

⽣了

 

这⾥⽤到了  ，它的定义与 Hamming 距离有所区别，其联系了 FRI 的 Query 阶段的随机查询，这⾥就不详细
展开了。假设发⽣⼀个“坏”的事件  的概率不超过  ，即

 

如果 FRI 协议中折叠  次，那么发⽣⼀些“坏”的事件的概率不超过  ，即

 

这样就将第⼀部分的概率分析出来了，接着再假设没有这些“坏”的事件发⽣，来分析第⼆部分的概率，最终结合两
部分概率就能得到 soundness 的结论。

现在剩下的⼀个关键问题是如何证明  式，即证明如果  ，有

 



思路就是⽤反证法，假设  式不成⽴，即

 

这就满⾜了 Correlated Agreement 定理的条件了，说明此时存在  ，以及 
满⾜

 

并且  。拿着这编码空间中的码字  与  ，能得到⼀个多项式  ，

 

由于编码的线性性，那么  肯定也是⼀个码字，且  ，同时有

 

由于  ，我们可以得到  ，这与假设⽭盾，因此
 式成⽴。

总结  
Proximity gap 在 FRI 协议中起着⾄关重要的作⽤，它能让我们放⼼的⽤随机数对多项式进⾏折叠，这⼤⼤减少了
Prover 发送 oracle 的数量，同时也减少了 Verifier 查询的数量。此外，Proximity gap 和 Correlated Agreement
定理密切相关，并且在 FRI 的 soundness 分析中起到了关键作⽤。
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视频：Proximity Gaps & Applications to Succinct Proofs
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