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本篇⽂章主要介绍 DeepFold 协议 [GLHQTZ24] 的主要思想。DeepFold 协议是⼀个针对多元线性多项式的承诺⽅案
(polynomial commitment scheme, PCS) ，其结合了 DEEP-FRI [BGKS20] 和 BaseFold [ZCF24] 的思想。BaseFold 协议
[ZCF24] 也是⼀个针对多元线性多项式的 PCS，其结合了 FRI 协议和 sumcheck 协议，不过在其原始论⽂中，其限制在
unique decoding 下，如果能将其优化到在 list decoding 下，那么在达到相同的安全参数  下， verifier 进⾏ query 的
数量就能够变得更少，这样也能减少证明的⼤⼩。DeepFold 协议就采取了 DEEP-FRI 中的 DEEP ⽅法来实现这⼀点。不
过在 [H24] 中，Haböck 证明了针对 Reed-Solomon 编码的 BaseFold 协议在 list decoding 下的安全性。另⼀⽅⾯，
STIR 协议 [ACFY24a] 相⽐ DEEP-FRI 协议有更少的 query 数量，结合 STIR 协议和 BaseFold 协议得到的 WHIR 协议
[ACFY24b] ，相⽐ DeepFold 协议能实现更少的 query 数量，不过⽬前还没有严格证明其在 list decoding 下的安全性。

DEEP ⽅法：从唯⼀解码到列表解码  
⾸先，回顾下 BaseFold 协议。以⼀个三元(设  )线性多项式为例，设

 

其对应的单变量多项式为

 

 与  在 [GLHQTZ24] 论⽂中被称为互为 twin polynomials ，它们共享相同的系数  。假设查询的
点为  ，prover 要承诺  在该点的值为  。BaseFold 协议先将承诺的值  转换为在⼀个
hypercube  上的求和形式，即

 

其中  。要证明  式正确，可以⽤ sumcheck 协议，不过在
sumcheck 协议的最后⼀步会要求得到  在⼀个随机点的值  。该点的值可以通过对  进⾏ FRI 协议得到。
对于诚实的 prover，可以⽤ Merkle 树来承诺⼀个向量  ，其中  ，码
率  ，求值 domain  。将  表示成偶数项和奇数项多项式

 

再⽤和 sumcheck 同样的随机数  对  和  进⾏折叠得到新的多项式 

 

可以发现  对应的多元线性多项式就为

 

prover 发送 Merkle 承诺  给 verifier 。⼀般地，继续上述步骤，将  分为奇偶项，
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然后⽤随机数  进⾏折叠，

 

prover 发送 Merkle 承诺  给 verifier 。在 FRI 协议的最后⼀步，就可以得到  是
⼀个常数，刚好就是 sumcheck 最后⼀步想得到的值，这样同步进⾏ sumcheck 协议与 FRI 协议就完成了多元线性多项
式的承诺，这也就是 BaseFold 协议的思想。

可以发现，在 BaseFold 协议中，FRI 协议的作⽤除了其协议本身的作⽤，即确保  距离对应的 RS 编码空间
 有  那么近之外，还担任着提供  的值，来确保  的正确性。在 [GLHQTZ24] 中提到，原

始的 FRI 协议只要求提供的向量  距离某些 RS 码⽐较近，但在第  轮中，并没有特别要求  应该距离哪些码⽐较近。
如果是在唯⼀解码下，在第  轮最多有⼀个码  距离对应的  ⽐较近。如果是列表解码，就意味着可以有多个码

 距离  ⽐较近，作恶的 prover 可以选择  来进⾏协议，也能通过后续的检查，在最后⼀轮的到的就是  ，
提供的就不是⼀个正确的值。

codeword

因此现在需要⼀个⽅法来确保在列表解码下保证  的正确性，也就是在第  轮，要确保距离  有  近的只

能是  ，  对应的才是正确的多元多项式  。DeepFold 协议使⽤了 DEEP-FRI 协议
[BGKS20] 中的 DEEP (Domain Extending for Eliminating Pretenders) 技巧来解决这个问题。在第  轮，从  中选取随
机数 ，⽽不是在  中选取，verifier 额外查询两个值  ，由此 verifier 可以⾃⼰计算出  的值。
由于

 

因此

 

代⼊  就可以得到

 



verifier 能根据上式计算出  的值。由于  是从整个  中选取的随机数，那么在列表解码下，以极⼤的概率，不
会在  的  范围内选到有两个不同的多项式  满⾜在  处的值相等，这样就通过  的选取限制了列表解码
选到的只能是唯⼀的多项式  了。

这⾥解释下为什么以极⼤概率只能有唯⼀的多项式  满⾜在  处的值相等。假设有两个不同的多项式  与

 都在⼀个随机点  处的值相同，即  ，同时它们都在  的  范围内，设  ，
 ，  的  范围内的码字不超过  个码字，那么根据 [BGKS20] 中的猜想知  。由于

 ，那么多项式  在  处的值为  ，⽽  和  的多项式次数不会超过  ，因此

 的次数也不会超过  ，在  中最多有  个零点。由于  ，因此这样的  在  点为  的概率
不会超过  。在  的  范围内选取不同的  与  的取法有  种，因此整体的概率不会超过

 ，  ⾜够的⼤，这个概率就⾮常⼩。因此对于  也是⼀样的，以极⼤概率只有⼀个多项式  满⾜在
 处的值相等。

现在通过 DEEP 的技巧就能将列表解码转换成唯⼀解码了，解决了列表解码下可能出现  的  范围内有多个多项式，
⽽ prover 可以选取不同的多项式导致  不⼀致的问题。现在剩下⼀个问题是要让 verifier 在每⼀轮验证  值
的正确性。

确保 DEEP ⽅法求值的正确性  
[GLHQTZ24] 论⽂中提到了在 DEEP-FRI 论⽂ [BGKS20] 中可以使⽤ quotient ⽅法来验证  的正确性。根据折叠
关系  式，

 

可以构造出新的形式，即

 

如果  是正确的，那么上⾯新构造的  就是⼀个多项式，这样就将验证  正确性的问题转换成了
关于  的 IOPP 问题。不过，该⽅法并不适⽤在现在多元线性多项式的 PCS ⽅案中，原因是通过  式的⽅式虽然能
确保每⼀轮  的正确性，但是协议进⾏到最后得到的  并不与  相等。

DeepFold 协议中给出了⼀个新的⽅法来确保在这些点处  的正确性。下⾯还是以  的情况来说明该⽅法。假设
现在 verifier 在第  轮选取了随机数  ，现在 verifier 想要确保  的正确性。⾸先 verifier 可以向
prover 查询  的值，代⼊  的表达式可以得到

 

其正好对应多元线性多项式  在点  处的值，

 

因此  。verifier 拿到  后可以⾃⼰计算出  ，即通过下⾯这个式⼦进
⾏计算

 



与上⾯推导  类似，此时得到的  与对应的多元线性多项式的关系应该为：

 

现在为了确保  的正确性，verifier 可以向 prover 查询  ，verifier 通过  式能⾃⼰计算出
 ，此时

 

现在就将  的正确性转换为了证明  的正确性。同样地，verifier 向 prover 查询  ，verifier
能计算出  ，此时其应该等于

 

这样  的正确性最后转换为  值的正确性，⽽其应该等于  ，这恰好是在 FRI 的最后⼀步会
得到的值。

verifier compute

verifier compute

verifier compute

provided by FRI
prover send

prover send

prover send

Finally, verifier can check this correctness

通过上述过程也能发现，如果  ，⼀般地，在第  轮提供的  的值的正确性，转换为验证  的正
确性，通过 prover 额外发送  ，转换为验证  ，直到最后都转换为验证 
的正确性，这正好是 FRI 协议所提供的。

DeepFold 协议  
总结下上⾯ DEEP ⽅法的介绍，为了能避免在 list decoding 下，作恶的 prover 可能选取在  的  范围内错误的多项
式  来通过验证， verifier 在每⼀轮中都在  的范围内选取  ，迫使 prover 只能提供唯⼀的多项式  ，使其在

 处的值是正确的。为了验证  处值的正确性，通过 prover 提供  ，verifier ⾃⾏计算

 ，直到最后转换为验证  的正确性。下⾯以三元线性多项式的 PCS 为例，完整⾛⼀遍
DeepFold 协议 [GLHQTZ24]，尽管协议流程步骤⽐较多，但核⼼思想还是上⾯提到的两点。

在对  进⾏承诺阶段，prover 发送给 verifier 的多项式承诺为  。

1. prover 计算  ，并⽤ Merkle 树承诺该向量，也就是将  发送给 verifier。

2. verifier 发送⼀个随机点  。

3. prover 计算  并将  发送给 verifier 。

prover 想向 verifier 证明的是: 在查询点  处  。同时 verifier 有 prover 在多项式承诺
阶段接收到的  。prover 和 verifier 进⾏如下的协议流程： 第 1 步：令  ， 其中

 。 第 2 步： 对每⼀轮  ，进⾏如下步骤:

2.1 当  时

a. verifier 向 prover 发送  。令  ，其中  。



这⼀步发送的  就是使⽤ DEEP ⽅法的在  之外的随机数，⽤于限定 prover 只能发送唯⼀的多项式  。向
量  就是为了后续不断验证  的正确性。

b. 令  ，对每⼀个  ，prover 向 verifier 发送多项式：

 

令  。

这⼀步中的  多项式就是类似 sumcheck 协议中为了证明求和正确，构造的⼀元多项式。

c. verifier 向 prover 发送  . d. prover 计算折叠后的多项式  ，其中

 与  应该满⾜

 

满⾜这个等式的含义是确保  和  是  的偶项和奇项函数。

e. 令  ，prover 向 verifier 发送关于向量  的 Merkle 树承诺，即  。

2.2 当  时

a. verifier 向 prover 发送  。令  ，其中
 。

注意这⾥  中的每个向量的⻓度此时都变为了  。这⾥选取的  是为了在第  轮时使⽤ DEEP ⽅法，限制
prover 只能发送唯⼀的多项式  ，并确保多项式  在点  满⾜  。

b. 令  ，对每⼀个  ，prover 向 verifier 发送多项式：

 

令  。

c. verifier 向 prover 发送  . d. prover 计算折叠后的多项式  ，其中

 与  应该满⾜

 

e. 令  ，prover 向 verifier 发送关于向量  的 Merkle 树承诺，即  。

2.3 当  时

a. verifier 向 prover 发送  。令  ，其中  。

b. prover 向 verifier 发送线性函数

 

现在是最后⼀轮，直接发送函数  。



c. verifier 向 prover 发送  . d. prover 计算折叠后的多项式  ，其中

 与  应该满⾜

 

e. 令  ，prover 向 verifier 发送  。

进⾏到最后⼀轮时，FRI 最后会折叠成⼀个常数多项式，因此这⾥直接发送⼀个值  。

接下来的步骤是 verifier 进⾏验证检查的过程。

第 3 步： verifier 检查

 

根据  和  时  函数的构造，对于诚实的 prover ，上⾯三个等式是成⽴的，因为

 

接着，对每⼀轮，verifier 还要进⾏如下检查。

3.1 当  时

a. 对每⼀个  ，检查  ，即检查

 

fix 我认为原论⽂中的第 3 步中

For each round , where  , a. For each , if ,  checks  ;

otherwise,  checks  .

应该改为，当  时，verifier 检查 ，否则检查  。 原因是例如当

 时，  代⼊之前 prover 发送的函数构造不成⽴。

其实上⾯最后⼀个式⼦是不需要检查的，即  。可以验证上⾯⼏个式⼦是正确的，因

为代⼊第  轮  的式⼦可以得到

 

3.2 当  时

a. 对每⼀个  ，检查  ，即检查

 



最后⼀个式⼦并不需要检查  。 可以验证上⾯⼏个式⼦是成⽴的，因为代⼊第  轮

 的式⼦可以得到

 

3.2 当  时

a. 对每⼀个  ，检查  ，即检查

 

同样地，上⾯最后⼀个式⼦不需要进⾏检查，即检查  。可以验证上⾯  个式⼦是成⽴的，因为
代⼊第  轮  的式⼦可以得到

 

第 4 步：重复查询  次： a. verifier 向 prover 发送  。对于  ，定义  。 b. 对于每⼀个
 ，prover ⽤  打开  以及  。 c. verifier 检查 prover 发送的结果是否正

确，调⽤  。 d. 对于每⼀个 ，verifier 需要检查下⾯三个点是否在⼀条直线上:

 

这⼀步 verifier 就是在进⾏ FRI 折叠的查询，随机检查折叠是否正确，重复查询  次。

第 5 步：如果上⾯所有的检查都通过，那么 verifier 输出  ，表示接受；否则输出  ，表示拒绝。
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