
Basefold 笔记：Random Foldable Codes  
前⾯⼏篇⽂章已经提到了 BaseFold 通过引⼊ foldable code 的概念，扩展了 FRI IOPP，并且结合 Sumcheck 协议能够⽀持做
Multi-linear Polynomial 的 PCS。接下来还剩下⼀个关键的问题，那就是这样的 foldable code 如何显式地进⾏构造呢？我们想
要这样的可折叠编码(foldable code)具有以下⼏个性质：

1. 能够⾼效编码

2. ⽆视域的⼤⼩，即对于⼩域也适⽤

3. 能够适⽤于多元线性多项式的 PCS

还有对于编码⽐较重要的⼀点，就是考虑其编码的最⼩相对海明距离(Minimum Relative Hamming distance)。如果读者⽐较熟
悉 FRI 协议，想必对其⽤到的 Reed-Solomon 编码并不陌⽣，其有⼀个很好的性质，便是其距离能达到 Singleton bound，即
其距离满⾜  ，这也被称之为属于 Maximum Distance Separable (MDS)编码。这样的编码很好的平衡了编码⻓
度与其纠错能⼒，即⽤最少的冗余提供了最强的错误检测与纠错能⼒，这⼤⼤节省了编码的空间。放在 PCS 协议中，验证者能
够更加⾼效的进⾏检测了。因此从实⽤⻆度考虑，我们还希望这样的可折叠编码满⾜第 4 点：

4. 具有良好的相对最⼩距离

BaseFold 论⽂[ZCF23]中就构造了这样⼀种称为 Random Foldable Code (RFCs) 的编码，满⾜上述的性质。接下来我们看看它是
如何做到这⼏点的。

⾼效编码算法  
这⼀系列的第⼀篇⽂章中其实已经提到了 foldable linear code 的概念以及 BaseFold 的编码算法。这⾥做下简单的回顾。

定义 1 [ZCF23, Definition 5] (  - foldable linear codes). 令  以及  表示⼀个有限域。⼀个以  为⽣成
矩阵的线性编码  被称为是 foldable 是说：如果存在⼀系列的⽣成矩阵  以及对⻆矩阵

 以及  使得对于任意的  都有

1. 对⻆矩阵  满⾜对任意的  都有  成⽴；

2. 矩阵  （按⾏进⾏排列）等于

 

为了⾼效的构造⼀个 foldable linear code，采⽤均匀采样的⽅式⽣成，先定义这样的⼀簇随机可折叠分布(random foldable
distributions)。

定义 2 [ZCF23, Definition 9] (  - foldable distributions) 固定有限域  以及  。令  是⼀个满⾜最
⼤距离可分性的  线性编码的⽣成矩阵，并且设  为输出  的分布，概率为  。对每个  ，我们递归的定义分
布  ，该分布会采样⽣成矩阵  ，其中  且  ，  ：

1. 采样  ；

2. 采样  并定义  为

 

⼀旦初始的⽣成矩阵  确定之后，只需从  （表示从  去掉  元素）均匀采样⽣成  个随机数，⽣成对⻆矩阵  的对
⻆元素，就可以得到下⼀个⽣成矩阵  ，再依次递归下去⽣成  。在 PCS 中，以均匀采样的⽅式⽣成可折叠编
码的⽅式能够帮助实现⾼效的证明者。

注意上述定义中说到要求初始的  是⼀个满⾜ MDS 性质线性编码的⽣成矩阵，在论⽂ [ZCF23] 脚注中提到，这⼀点并不是必
须要满⾜的，添加该性质只是为了后⽂简化对编码距离的分析，其实关于距离的分析对于任意的线性编码都是成⽴的。

协议 1  [ZCF23, Protocol 1]: BaseFold 编码算法



输⼊：原消息 

输出：  使得 

参数：  以及对⻆矩阵 

1. If  (即  ): (a) 返回 

2. else (a) 分解  (b) 令  ，  以及  (c) 返回

通过分析协议 1 ，可以看出编码得到  只需要  域乘法与  域加法，即需要  域乘法和  的域加法，
总体来说编码复杂度是  的。⾄此我们已经介绍了 BaseFold 给出的 Random linear Foldable Codes 的显式构造，
且验证了其确实是⾼效编码的。

多项式拯救世界：基于多项式的编码  
接下来我们来看看 Random Foldable Code 的第 2 个和第 3 个性质：

2. ⽆视域的⼤⼩，即对于⼩域也适⽤

3. 能够适⽤于多元线性多项式的 PCS

前⾯提到过 Reed-Solomon 编码能够达到 Singleton 界限，但是其仅在字⺟表⽐较⼤(即  )的情况下才能实现这种显著的
特性。好在我们可以扩展 Reed-Solomon 编码，称之为 Reed-Muller 编码，这样我们就从⼀元多项式编码进⼊到了多元多项式
编码的世界。这使得我们能够在⼩域上( ) 适⽤了，虽然这其中会失去⼀点距离和纠错能⼒的平衡，但是这是值得的。

在 [ZCF23] 的附录 D 中告诉我们 Random Foldable Code 就是截断的 Reed-Muller 编码(Punctured Reed-Muller Codes)的⼀个
特例。这样 Random Foldable Code 就可以⽆视域的⼤⼩，同时由于进⼊到了多元多项式的世界，也就能够适⽤于多元线性多项
式的 PCS 了。

我们知道 Reed-Solomon 编码的编码空间是由不超过⼀个次数  的⼀元多项式组成的集合，那 Reed-Muller 编码其实就是从⼀
元多项式扩展到了多元多项式，其编码空间就是多元多项式的总次数不超过  的集合。

对于  且  ，定义 Reed-Muller 编码为([GJX15])

 

Reed-Muller code 表示的是总次数不超过  的  元多项式在  上的取值的集合。编码  的⻓度为  ，维数为
 。

从字⾯上来理解 Punctured Reed-Muller 编码，其就是 Reed-Muller code 的⼀个截断。具体来说就是估计的点  不取到所有
的  ，只取到其中的⼀部分，设其为  ，通常的 Punctured Reed-Muller code 的定义允许这个集合

 是多重集合 （multiset），即允许其中有重复元素，这⾥不做该要求。记  为  - 线性码：

 

这就被称为 punctured Reed-Muller code ([GJX15])。通过定义也可以发现其就是 Reed-Muller 编码的⼀个⼦集，只是选取了其
中的  个点，这和字⾯上的“截断的(punctured)”也是相符的。

有了上述关于 punctured Reed-Muller code 的概念，我们来看看论⽂ [ZCF23] 附录 D 中给出的下⾯这个引理，它告诉我们
foldable linear codes 就是 punctured Reed-Muller codes 的⼀个特例。

引理 1 [ZCF23, Lemma 11] (Foldable Punctrured Reed-Muller Codes). 令  是⼀个可折叠的线性编码 (foldable linear code)
，其⽣成矩阵是  ，对⻆矩阵为 ,  。那么存在⼀个⼦集  使得

 ，即  中的每个码字都是⼀个多元线性多项式  在  中的每个点的取
值。



证明：⽤归纳法证明。为了叙述的简单，考虑  是重复码。对于最基本的情况，  是⼀个次数为  的
多项式  在  个不同点的 evaluation。假设对于  ，存在⼀个集合  使得

 。不失⼀般性，通过任意分配⼀个整数  给  中的每个元素
来进⾏索引。根据这个顺序，将  表示为  中的第  个元素。

令  ，令  表示是以  中的元素为系数的多项
式。最后，令  使得  。则有

 
由 编码算法得

由归纳假设可得

由 积的定义得

由 的定义得

因此，令  ，对于  时引理也成⽴。因此由归纳法得证。

良好的相对最⼩距离  
最后，我们关注 Random Foldable Code (RFCs) 满⾜的第 4 个性质：

4. 具有良好的相对最⼩距离

论⽂[ZCF23]中证明了 RFCs 最⼩海明(Hamming distance)的紧的界限（“紧的”界限意味着实际是能够达到的界限）。例如，⼀
个在  位有限域上具有消息⻓度  和码率  的 RFC，其相对最⼩距离以压倒性概率为  。⽽对于码率为  的 code
，其能够达到的最⼤的相对最⼩ Hamming 距离⼤约是  ，可以看到  还是⽐较接近  的。这在实际
中是⽐较实⽤的，并且这也意味着以压倒性概率(overwhelming probability)，均匀采样的 foldable code（能够实现⾼效的PCS
证明者）也具有良好的相对最⼩距离（能够实现⾼效的PCS验证者）。

上⾯说到的以“压倒性的概率”，这是由于我们在编码的过程中引⼊的分布  导致的。当均匀的从  中采
样⽣成对⻆矩阵  ，并令  ，那么在选取的  基础上，以压倒性的概率(overwhelming probability) 得
到的  的相对最⼩距离等于

 

其中，  是码率的倒数，  ，  是编码的⻓度，  是消息⻓度的对数，  是安全参数。如果选取  ，意

思是  - random foldable linear codes 能够以⾄少为  的概率达到上述的相对最⼩距离。

下⾯来看看  式的结果是如何得到的。我们现在的⽬标是想分析可折叠的随机编码(Foldable Random Codes)  的相对最⼩
距离。对于⼀个线性编码，其最⼩距离等于其中⾮零码字的最⼩ Hamming weight (Hamming weight 的意思就是⼀个向量中⾮
零分量的个数)，这是因为

 

由于是线性编码，因此上式中的  也是  中的⼀个码字，从⽽最后⼀个等式成⽴。那么我们想证明对于任意⾮零消息，

即  ，编码之后的码字  中没有太多的零分量，不妨设最多为  个，⽤  来表示⼀个向量中零分量的
个数， 则我们想要说明

 

⽤  表示码字  的⻓度，那么由  可得到



 

 

因此  能够达到的相对最⼩距离就为

 

 式的结果就是通过  式计算⽽来的，现在剩下的任务就是分析  具体等于多少了，也就是对于任意⾮零的消息，编码之
后的码字中的零分量的个数有多少。

借助归纳法  

借助于强有⼒的⼯具——归纳法，我们来分析  。假设以压倒性的概率（基于对⻆矩阵  的选择），对于任意的
⾮零消息  ，编码之后的  最多有  个零分量。我们来分析  的情况。对于任意的⾮零消息

 ，

 

也就是看看向量  中零分量的个数有多少。将  与  分开表示，即为

 

设  ，对每⼀个  ，设  ，  ，定义⼀个函数：

 

如果  或者  ，就说明  或者  ，也就找到了编码之后的零分量。先从  ，
 是否为零来分析  是否为零，分为以下⼏种情况：

⾸先考虑第⼀种情况，那就是  ，可以发现⽆论  取什么值，  ，此时  并且  。
满⾜这样的指标  也有多少呢？我们⽤⼀个集合  来表示，并且由归纳假设知道  ，⽤  来表
示那些⾮零的消息能满⾜  ，即

 

在这种情况下，  ， 那么  中已经找到了有  个分量为零了。

考虑第 2 种情况，  ，此时  ，这种情况下肯定找不到零分量。

下⾯考虑表格中的最后⼀⾏，  ，此时指标  肯定不在  中，我们定义⼀个指标集合  使得

 

对于每⼀个  ，定义⼀个随机变量

 



其中的  表示⼀个指示函数，如果括号中的条件成⽴则为  ，否则为  。那么  的值就反映了对于⼀个  ，向量
 与  在  这个位置上总共有⼏个分量为零，其可能的取值就有  个。⾸先，可以发现，  是⼀个独⽴的

Bernulli 试验，因为  是从  中独⽴采样的。令  ，使得  。那么当  时，
 ，⽽当  时，  。接下来分析  的取值：

1.  。此时说明  且  ，说明  ，这说明  ，这是不可能的，因为
 。

2.  。此时说明  或  ，此时  或者  ，其发⽣的概率为  。

3.  。说明  并且  ，其发⽣的概率⾃然为  。

当  取遍  ，将所有的  相加，就得到了此时  中零分量的个数，即  。

⾄此，我们就分析完了表格中的所有情况，那么可以得到

 

下⾯就是分析  和这个  了，想证明对于任意⾮零消息  ，编码之后的  以压倒性的概率最多
有  个零分量。现在分析  ⾄少有  个零分量的概率：

 

由⼆项式定理得

设 ，可得

我们注意到，指标集合  ，如果任意选取集合  ，对于每⼀个指标  ，都有两种可能，那就是选取或者不
选取进集合  ，那么集合  的选取总共就有  种。当我们取遍了集合  的所有的可能，那么将这些  形成的  并起
来  ，就能覆盖在  中的所有消息了。论⽂ [ZCF23] 引理 2 告诉我们  集合的⼤⼩最多
为  。那么取遍所有  种可能的  集合，每个集合  中最多有  个消息  。通过将所有  并起来的⽅

式，联合每个  ⼤⼩的界限，可以得到当  ⾜够⼤时，即  时，  会⾜够的⼩，此时

对于任意的⾮零向量  ，都有  ，即  中最多有  个零分量。

论⽂ [ZCF23] 中以定理的形式给出了更加具体的描述。

定理 1 [ZCF23, 定理 2] 固定任意的有限域  ，其中  ，设  是安全参数。对于⼀个分量元素在  中的向量  ，
⽤  表示向量  中零分量的个数。对于任意的  ，设  是 -可折叠的分布，设对每⼀个  ，

 。那么



 

其中，  以及对每⼀个的  ，  ，

 

 式告诉我们  中零分量个数极⼤概率⼩于  ，因为如果超过  ，其概率可忽略不计。由于  的值给出的是⼀个
迭代的式⼦，即  ，因此可以通过迭代式求和得到  ，那么可以得到能够达到的最⼤的在  中的相对  的个
数  ，再计算  即可得到  能够达到的最⼩的相对 Hamming 距离  ，其结果就为  式：

 

由迭代式  也可以发现，随着  的增加，  ⽐  还多  ，从  到  ，编码⻓度每次增加⼀倍，因此码字
中能达到的最⼤的  分量的相对个数在增加，因此能达到的最⼩相对 Hamming 距离在减少。如果  ⽐较⼤，那么通过这种
迭代⽅式得到的  ，可以得到极⼤概率有  ，从  到  ，可以看到这种编码⽅式不会减
⼩  ，在 IOPP 协议中，如果开始的最⼩相对 Hamming 距离⽐较⼤，那么到最后极⼤概率有  也依然会⽐较⼤，这⼀
点在分析 IOPP 的 soundness 中也起了⽐较重要的作⽤。
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