
Basefold 笔记： MLE 求值证明  
假设我们有⼀个 MLE 多项式 ，⼀个求值点 ，以及多项式在求值点的运算结果  。我们想基于 Basefold-IOPP 协议
来构造⼀个 Polynomial Evaluation Argument。

基于 FRI ，我们可以利⽤ DEEP Method 来构造⼀个 PCS 协议，即验证 Low Degree Polynomial  的存在性。但是
FRI 协议只能处理 Univariate Polynomial 的情况。⽽对于 MLE Polynomial，我们⼀般情况下需要利⽤下⾯的扩展的多项式余数定理来将其归约成商多
项式存在性问题：

 

⽐如 Virgo 就是采⽤了这种⽅案的 MLE PCS 协议。然⽽ Basefold [ZCF23] 则给出了⼀个⽿⽬⼀新的思路来实现 MLE 的 Evaluation Argument：结合
Basefold-IOPP 协议和 Sumcheck 协议。我们可以利⽤ Sumcheck 协议的求和证明来作为协议的主框架，然后利⽤ Basefold-IOPP 来确保 MLE 多项式
的 Low degree，同时利⽤ Basefold-IOPP 协议在多轮折叠后所产⽣的 MLE 多项式在随机点的求值，来弥补 Sumcheck 协议最后⼀轮所需要的求值的
正确性证明。

Basefold-IOPP 协议的最后输出  
为了⽅便演示，我们采⽤  的 MLE 多项式  来演示，它的定义如下：

 

其中  为  的系数向量，上⾯定义为 MLE 多项式的 Coefficients Form。

我们回顾⼀下 Basefold-IOPP 协议的折叠过程，⾸先令  对应于  经过  编码后的 codeword。对于每⼀轮折叠，Verifier 都会发
送⼀个随机挑战数  给 Prover，然后 Prover 会根据  折叠产⽣  ，然后将其编码 codeword（的 Oracle）发送给 Verifier。

当 Basefold-IOPP 协议运⾏⼀次折叠后，协议双⽅得到的 codeword 所对应的多项式  为：

 

再⼀轮折叠后，codeword 所对应的多项式  为：

 

最后，codeword 所对应的「常数多项式」  如下：

 

仔细观察下，  恰好是  在  处的求值。

于是， Prover 在 Basefold-IOPP 协议的最后⼀轮将折叠产⽣的常数多项式发送给 Verifier，然后 Verifier 通过 Query-phase 来证明⼀步步的折叠过程

是正确⽆误的，与此同时，Verifier 还得到了  在  处的求值结果  。换个⻆度来看，Basefold-IOPP 协议在完成 Proximity 证
明的同时，还额外还提供了  在⼀个随机点的求值。或者严格点说，这是⼀个向量内积的证明：

 

只不过，这个 MLE 求值点并不是提前协商好的公共输⼊，⽽是在 Basefold-IOPP 协议运⾏过程中产⽣的随机挑战数构成的求值点。

总结下，在 IOPP 协议的最后⼀轮，Prover 折叠产⽣了⼀个常数多项式，记为 ，它恰好是  在随机点  处的求值，⽽我们需要的是证
明  在⼀个「公开点」的取值的正确性，⽐如说  点处的取值。

 

那么接下来的问题就转换成了：我们如何利⽤  在⼀个「随机点」的求值，来证明  在另⼀个「公开点」的求值的正确性？

借⼒ Sumcheck  
我们可以利⽤ MLE 的性质来重新审视  。 根据 MLE 的定义，我们可以有下⾯的等式：

 

这⾥的  是 MLE 的 Lagrange Polynomials，它的定义如下：

 



容易验证，当  时，上⾯  等式左边为 ， 观察等式右边求和项中的每⼀个  。只有当两个向量
 完全相等时，这个  为 ，其余的都为 ，因此等式的右边的求和项中只剩下了  ，由此等式左右两边相等。

这意味着等式  的左右两边的两个 MLE 多项式在 3 维 Boolean HyperCube 上的取值都相同，根据 MLE 的唯⼀性性质，我们可以得知，  对于
任意的  都成⽴。

虽然以上内容是 MLE 的基本常识，但请留意等式  带来了新的视⻆：我们可以把  的求值问题转化成⼀个 Sumcheck 问题：

 

于是⽴即可以想到，我们可以⽤ Sumcheck 协议对上⾯的等式进⾏「求和证明」。⽽ Sumcheck 协议的⼀个重要功能是把⼀个「求和问题」继续转化
为两个 MLE 多项式（分别是  与 ）在⼀个随机点的求值问题。不过⼀般情况下，这么做是没有意义的，这是因为我们会在 Sumcheck 的最后⼀
轮，然后需要证明  在⼀个新的点上的取值，这会出现循环证明的情况：我们本来证明⼀个多项式在⼀个点处的取值，然后通过上⾯的 Sumcheck 协
议，把这个求值证明转化为了多项式在另⼀个点处的取值，这其中的 Sumcheck 协议过程显得多余且⽆⽤。通常情况下，协议需要再依赖⼀个 MLE
Evaluation Argument 协议，Prover 发送最后的求值以及求值的正确性证明，从⽽最终结束 Sumcheck 协议。但在这⾥，我们并不能再依赖另⼀个
MLE PCS 协议，因为我们的⽬标本是构造⼀个 MLE Evaluation Argument 协议，⽽不是求助于另⼀个已有的 MLE PCS。

不过这个问题并不难解决，因为我们前⾯介绍的 Basefold-IOPP 协议可以提供⼀个副产品：  在「随机点」上的求值证明，如果 Sumcheck 协议和
Basefold-IOPP 协议共⽤随机数，那么 Basefold-IOPP 最后提供的值恰好可以弥补 Sumcheck 协议最后⼀轮所需要的「随机点」求值的正确性证明。
然后还有⼀个剩下的问题是  的求值证明如何解决？这个问题更简单，因为  是⼀个公开的多项式，因此 Verifier 可以⾃⾏计算，⽆需让 Prover 发
送求值证明，并且  的求值计算仅有  的复杂度，并不会增加 Verifier 的负担，也不影响 Verifier 的简洁性（Succinctness）。这时，
Sumcheck 协议的⻆⾊不再是多余，⽽是⾮常关键：它把多项式在⼀个公开点的求值证明问题转化为了多项式在⼀个随机点的求值证明。

⽽我们接下来需要做的是，把 Basefold-IOPP 协议和 Sumcheck 协议⼀起同步执⾏，然后让这两个协议共⽤⼀组随机挑战数，这样就能在两个协议的
最后⼀步，完成协同，从⽽最终证明  的正确性。

按这个思路，我们接下来尝试⾛⼀下  时协议流程。

公共输⼊

1.  的 Commitment 

2. 求值点 

3. 运算值 

Witness

MLE  的系数向量 

 的求值向量 

第⼀轮：Prover 发送 Univariate 多项式 

 

由于等式右边是⼀个次数为 2 的 Univariate 多项式，因此 Prover 可以计算  的系数：

 

这⾥  为  的 Evaluation向量。 容易验证  。

第⼆轮：Verifier 发送挑战数 

第三轮：Prover 与 Verifier同时进⾏ Basefold-IOPP 协议和 Sumcheck 协议：

Prover 计算 

 

Prover 发送折叠后的向量编码： 

Prover 计算  作为下⼀轮 Sumcheck 协议的求和值

Prover 计算并发送 

 



等式右边同样是⼀个关于  次数为 2 的 Univariate 多项式，因此 Prover 可以计算出  的系数：  。

第四轮：Verifier 发送挑战数 

第五轮：Prover 继续运⾏ Basefold-IOPP 协议和 Sumcheck 协议：

Prover 计算 

 

Prover 发送折叠后的向量编码 

Prover 计算下⼀轮 Sumcheck 协议的求和值： 

Prover 计算并发送 

 

假设  的系数表示为 

第六轮：Verifier 发送挑战数 

第七轮：Prover 继续进⾏ Basefold-IOPP 协议：

Prover 计算 ，这是⼀个 常数多项式

 

Prover 发送折叠后的向量编码 

第⼋轮：Verifier 验证下⾯的等式：

1. Verifier 验证若⼲轮的 Basefold-Query, 

2. Verifier 检验 Sumcheck 的每⼀步折叠的正确性：

 

3. Verifier 验证最后的编码  是否正确

 

另⼀种折叠⽅式  
Basefold 论⽂中的 PCS 协议是要求 MLE 多项式  事先被转换到 Coefficients Form，然后按照上⼀节的协议进⾏证明。不过，
在很多基于 Sumcheck 协议的 SNARK 系统，Sumcheck 协议在最后⼀步产⽣的是 MLE 多项式的 Evaluation Form，即 MLE 多项式在 Boolean
HyperCube 上的求值。因此，如果直接⽤ SNARK 协议对接 Basefold-PCS，我们还需要将 MLE 多项式转换到 Coefficients Form，这个转换算法为

 ，其中  。这⾥  为 MLE 多项式中未知数的个数。下⾯就是  的 Evaluation Form 的定义：

 

正如 FRI-Binius 论⽂指出，其实我们并不需要将 MLE 多项式从 Evaluation Form 转换到 Coefficients Form，⽽是可以直接在 Evaluation Form 下完
成 PCS 协议的构造。前⾯⼀节，之所以我们需要  的 Coefficients Form，是因为我们按照 Basefold-IOPP 协议的 Commit ⽅
式，需要⽤到  的系数。⽽如果按照我们下⾯即将介绍的 Basefold-PCS 协议的折叠⽅式，我们就可以直接在 Evaluation Form
下完成 PCS 协议的构造。

现在，我们考虑下  的 Evaluation Form 的折叠⽅式。先展开  的 Evaluation Form 定义：

 

其实我们可以对上⾯的 Evaluation Form 进⾏折叠，最终也可以得到  的求值。⽐如，我们可以⽤  对上⾯的 Evaluation Form 进
⾏折叠，得到：

 



这时，我们需要分解下  ：

 

当  时，上⾯等式右边化简为  ；当  时，上⾯等式右边化简为  。 然后继续化简

 ：

 

这相当于我们⽤  对向量  和  进⾏折叠（线性组合）。⽽相⽐较 Basefold-IOPP 协议中的折叠⽅式，它
是⽤  对向量  和  进⾏折叠（线性组合）。如果继续按照新的⽅式折叠下去，我们最终可以得到和 Basefold-
IOPP 协议⼀样的折叠结果。

 

继续折叠下去，最终我们可以得到：

 

我们能否改进 Basefold-IOPP 协议的折叠⽅式，使之直接可以折叠 Evaluation Form 的 MLE 多项式？

基于 Evaluation Form 的 Basefold-IOPP 协议  
我们接下来尝试写⼀下  的情况，即  的 Evaluation Form 的 Basefold-IOPP 协议。⾸先，我们改写下前⼀篇⽂章中的折叠函数

 

通过前⽂，我们知道折叠函数具有这样的同态性质：折叠之后的 codeword 等价于原始消息经过折叠后再编码产⽣的 codeword，⽤公式表示如下，

 

同样我们可以证明新的折叠函数⼀样满⾜上⾯的性质。我们可以尝试⽤新的折叠函数来折叠 codeword  中的⼀个元素：

 

上⾯的推导已经说明，新的折叠函数⼀样满⾜关于编码函数的同态性质：

 

并且，我们同样可以证明新的折叠过程不影响 Basefold-IOPP 协议的可靠性，即折叠后 codeword 的 Minimum Hamming Weight 仍然⼤于⼀个下
界。

⾄此，我们得到⼀个重要的结论，不管采⽤  还是 ，它们都可以⽤来构造 Proximity-Proof 协议，并且不存在什么显著的区别。

下⾯我们⾛下 Commit-phase 协议的流程，⽅便⼤家理解：

公共输⼊

MLE 多项式  的 codeword， 

Witness

MLE 多项式  的取值向量 

第⼀轮：Verifier 发送随机数 



第⼆轮：Prover 计算 ，然后发送给 Verifier

计算  的过程如下：

 

计算出的 ，即  是  的 codeword，⽽  是  的关于  的折叠结果：

 

第三轮：Verifier 发送随机数 

第四轮：Prover 计算 ，然后发送给 Verifier

计算  的过程如下：

 

计算出的 ，这⾥  是  的关于  的折叠结果：

 

第五轮：Verifier 发送随机数 

第六轮：Prover 计算 ，然后发送给 Verifier

计算  的过程如下：

 

同样 ，即  是  的 codeword，⽽  是  的关于  的折叠结果：

 

然后我们就可以改进下 Evaluation Argument 协议了。

Evaluation Form 的 Basefold Evaluation Argument 协议  
公共输⼊

1.  的 Commitment 

2. 求值点 

3. 运算值 

Witness

MLE  的 Evaluation Form 向量 

满⾜

 

第⼀轮：Prover 发送  的取值，

 

由于等式右边是⼀个次数为 2 的 Univariate Polynomial，因此 Prover 可以计算  在  三个点的取值：

 

这⾥  为  MLE 多项式在 Boolean HyperCube 上的取值向量。

第⼆轮：Verifier 发送挑战数 

第三轮：Prover 同时进⾏ Basefold-IOPP 协议和 Sumcheck 协议：



Prover 发送折叠后的向量编码： 

Prover 计算  作为下⼀轮 Sumcheck 协议的求和值

Prover 计算  的 Evaluations 为 

Prover 计算并发送 

 

等式右边同样是⼀个关于  次数为 2 的 Univariate Polynomial，因此 Prover 可以根据  计算出  在  处的取值：
 。

第四轮：Verifier 发送挑战数 

第五轮：Prover 继续进⾏ Basefold-IOPP 协议和 Sumcheck 协议：

Prover 发送折叠后的向量编码 

Prover 计算下⼀轮 Sumcheck 协议的求和值： 

Prover 计算  的 Evaluations 向量：

Prover 计算并发送  在  处取值：

 

第六轮：Verifier 发送挑战数 

第七轮：Prover 继续进⾏ Basefold-IOPP 协议：

Prover 发送折叠后的向量编码 

第⼋轮：Verifier 验证下⾯的等式：

1. Verifier 发送若⼲轮的 Query, 

2. Verifier 检验 Sumcheck 的每⼀步折叠的正确性：

 

3. Verifier 验证最后的编码  是否正确

 

到此为⽌，我们得到了⼀个基于 Evaluation Form 的 Basefold Evaluation Argument 协议。可以直接对接 Sumcheck-based zkSNARKs，或者类似
Jolt ⻛格的 zkVMs。
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