
Basefold 笔记：IOPP  
Proof of Proximity  
下⾯我们给出利⽤ Foldable code 来实现 IOPP 的证明。

假设有⼀个 MLE 多项式  表示如下：

 

由于  是⼀个多元多项式（Multivariate Polynomial），总共有  个未知数，那么它的系数向量⻓度为  。记住这⾥我们选择
Lexicographic Order 作为多项式的排序⽅式。

我们对  的系数向量  进⾏编码， 得到 codeword  ，⻓度为 。然后使⽤ Hash-based Merkle Tree 产⽣承诺：

 

与 FRI 协议类似，Basefold-IOPP 协议⽤来证明⼀个承诺  是⼀个极⼤概率「接近」于  编码的向量， 因此这个协议被称
为 Proof of Proximity。这个协议是构造 Evaluation Argument 的核⼼协议之⼀。

Proof of Proximity 利⽤了线性编码的⼀个神奇性质：「Proximity Gap」，即如果两个向量  如果远离合法的 codeword space，那
么它们的随机线性组合  要么极⼩概率变合法，要么继续远离合法的 codeword space：

 

这就说明了对 codeword 的折叠过程不会破坏向量与合法 codeword space 之间的距离，这个把向量折叠到⾜够⼩之后，Verifier 可以⽤
极⼩的代码来验证折叠最后产⽣的向量是否是合法 codeword，从⽽可以得知原始向量是否是合法 codeword。

 Notes on Proximity Gap Proof of Proximity 利⽤了线性编码的⼀个神奇性质：「Proximity Gap」，即对两个向量  ⽤
随机数  进⾏折叠得到⼀个集合  ，不同的  就对应集合  中不同的元素，那么 「Proximity
Gap」结论告诉我们这个集合中的元素要么都距离合法的 codeword space  很近，要么只有极⼩极⼩部分元素距离合法的
codeword space  ⽐较近，⼤部分的元素都距离  有  那么远。⽤概率表示即为

 

这样对于 Verifier 来说就可以⼤胆⽤随机数  来进⾏折叠了，因为哪怕 Prover 给到的两个向量  中只有⼀个向量距离  有 
那么远，⽤随机数折完之后结果距离  变得⽐较近的概率只有  那么⼩，换句话说，作弊的 Prover 想要逃脱 Verifier 的⽕眼⾦睛
需要像中彩票那么幸运才⾏。这样如果开始想作弊的 Prover 选的  距离合法的 codeword space ⽐较远，Verifier 选取⼀系列随
机数让 Prover 不断去折叠，直到最后得到  ，这个过程中有⾜够⼤的概率不会让  变得离合法的 codeword space ⽐较近，这
样 Verifer 在最后就能检查出 Prover 作弊了。 「Proximity Gap」结论带给了 Verifer ⼀个极⼤的好处，那就是每次不⽤去验证

 这个集合中所有的元素是否距离合法的编码空间⽐较近了，Verifer 只需要随机选择其中的⼀个点进⾏
验证就⾏了，这⼤⼤减少了 Verifier 的计算量。

Proof of Proximity 协议分为两个阶段：Commit-phase 和 Query-phase。前者的⼦协议是完成 codeword 的多次折叠过程，并产⽣每
⼀次折叠后的 codeword 的承诺（或称为 Oracle）；后者 Query-phase 是 Verifier 通过随机抽样来验证每⼀次的折叠过程是否合法。

Commit-phase  
下⾯先解释下 Commit-phase。Prover 通过多次折叠编码 （其⻓度为 ），分别得到⻓度为  的 codeword，分别记为

，然后把它们发送给 Verifier。 记住这是⼀个交互式协议，总共有  轮交互。每⼀轮交互中（假设为第  轮，
），Prover 根据 Verifier 发送的随机数  对  的折叠，得到⼀个新的 codeword，记为 ，经过  轮之后，Prover 得

到⼀个⻓度为  的 codeword，记为 。Prover 把  分别进⾏承诺，然后把  作为
 输出的结果。

下⾯我们分析下单次折叠  的技术细节。假设  是⼀个合法的 codeword（即满⾜ ），⻓度为  ：

 

我们把这个向量从中间拆分为两部分，上下叠放在⼀起：



 

这时需要 Verifier 提供⼀个随机数 ，我们把上⾯的两排向量进⾏随机线性组合，换个说法就是折叠：

 

上⾯即为折叠后的向量 ，假设 Prover 诚实的情况下，折叠后的向量应该是⼀个合法的  codeword。上⾯等式中的  函数
定义如下：

 

如何理解上⾯的  函数？其实它是⼀个多项式插值的过程。我们把待折叠的两排向量看成是在两个 Domain 上的点集，⽽这两
个 Domain 分别递归编码过程中所采⽤的  和 ：

 

然后我们对上⾯矩阵的每⼀列在 Domain  上进⾏插值，产⽣⼀组共  个多项式，记为 ，其中

。然后 Prover 计算  在  点处的值，这样我们总共可以得到  个多项式在  处的取值，这些

取值就作为新的 codeword 。

这⾥折叠函数的定义和线性多项式插值过程应该是⼀致的，我们可以⼿动推导⼀下折叠函数的定义的由来。因为这⾥我们对  编码采⽤
的是折半折叠，所以折叠后的 codeword 是有  个「线性多项式」的求值向量。假设第  个多项式刻画了⼀条穿过两个点的直线，两
个点为 ，那么这两个点的插值多项式  可以定义：

 

代⼊ ，还有  我们即可得到上⾯折叠函数  的定义



 

如果  和  互为正负数，即 ，那么  就变成 FRI 协议中熟悉的定义：

 

因为我们⽤折叠函数定义了折叠后 codeword ，所以折叠函数定义需要和前⾯我们采⽤⽣成矩阵  所产⽣的编码空间保持⼀
致。那么我们继续推理下这个直觉上的关系。假设对于第  轮，如果  确实是  的编码，那么根据定义，它会满⾜下⾯的 Foldable
Codes 的性质：

 

⽽ Prover 将其对半折叠后，得到的新的 codeword 为：

 

我们现在验证其中每⼀个  都是  和  关于  的线性组合，

 

于是，整个  的折叠也等价于  和  关于  的线性组合:

 

折叠后的 codeword 恰好是  关于  的对半折叠，记为 ，然后再对其进⾏  编码，得到 。这并不奇怪，因为这个
Foldable Codes 和 Codeword 的递归折叠是⼀个互逆的过程，所以在折叠后，编码引⼊的  和  参数会被消除掉。

下⾯我们⽤⼀个简单的例⼦来⾛⼀遍协议的流程，来看看 Basefold-IOPP 协议的 Commit-phase 是如何运作的。

公共输⼊

MLE 多项式  的 codeword， 
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MLE 多项式  的系数向量 

第⼀轮：Verifier 发送随机数 

第⼆轮：Prover 计算 ，然后发送给 Verifier

计算  的过程如下：

 

计算出的 ，即  是  的 codeword，⽽  是  的关于  的折叠结果：

 

第三轮：Verifier 发送随机数 

第四轮：Prover 计算 ，然后发送给 Verifier

计算  的过程如下：



 计算出的 ，即  是  的 codeword，⽽  是  的关于  的折叠结果：

 

第五轮：Verifier 发送随机数 

第六轮：Prover 计算 ，然后发送给 Verifier

计算  的过程如下：

 

同样 ，即  是  的 codeword，⽽  是  的关于  的折叠结果：

 

到此，Commit-phase 结束，Prover 总共发送了  给 Verifier。 Verifier 收到后，⾸先验证  是否是常数多项式。不过这样
还不够，Verifier 还需要验证 Prover 的三次折叠⾏为都是诚实的。如果验证全部  的折叠，Verifier 将会丧失 Succinctness，从⽽失去
验证效率。由于 Proximity Gap 性质，Verifier 只需要少量的验证即可确保  是合法的 codeword。

Query-phase  
与 FRI 协议类似，在 Query-phase 阶段，Verifier 要对 Prover 发送的  进⾏多轮的随机抽查，以确保 Prover 的折叠
过程是诚实的。我们下⾯讨论每⼀轮的抽查过程。

Verifier 会在  中随机选择⼀个位置  并发送给 Prover，注意 ，其中  只有  。Prover 打开  和
 这两点，同时将折叠后的 codeword  中位置为  的值，即  ⼀起发送给 Verifier，再加上这三个点的 Merkle

Path。

Verifier 收到后，⾸先验证这三个点是否对应到  和  的 codeword 上，然后验证它们三者是否满⾜折叠关系：

 

只验证  到  的折叠关系是不够的，Verifier 还要验证  到  的所有折叠关系。Prover 还要发送  到  的点。这⾥
Verifier 不⽤重新选择随机数，⽽是继续使⽤ ，因为在下⼀轮折叠中，  这个位置将要和另⼀个对称的点进⾏关于  的折
叠，具体是哪个位置的点，需要分情况讨论。如果 ，那么  就是对称点；如果 ，那么

 就是对称点。我们假设 ，那么 Prover 就发送  和 它的 Merkle Path 给 Verifier。以便
Verifier 验证  到  的折叠关系。

这样⼀来，Verifier 只需要给⼀个随机数 ，就可以验证从  到  的所有折叠关系。这样的验证过程就是⼀轮。

为了将可靠性提升到⼀个⾜够的⾼度，Verifier 要进⾏多轮，确保 Prover 没有作弊空间。Query-phase 正是利⽤了 Proximity Gap 这⼀
特性。Prover 篡改后的 codeword ⼤概率距离合法的编码空间⽐较远，这样 Verifier 只需要少量的抽样次数即可发现作弊⾏为。

总结  
本⽂描述了下 Basefold-IOPP 协议的 Commit-phase 和 Query-phase 的框架。这个框架是对 FRI 协议的⼀个泛化和扩展，从 RS-Code
扩展到了任何的 Foldable Linear Codes。但是请注意，Basefold 并不⽀持 Degree ⼤于 2 的 codeword 折叠。这样由于 Basefold-IOPP
协议不仅仅要完成 Proximity Testing，还要提供⼀个 MLE 多项式的运算结果。这将是本系列⽂章的下⼀篇。
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