
Basefold 笔记：可折叠线性编码  
Basefold 可以看成是对 FRI 的扩展，从⽽能⽀持 Multi-linear Polynomial 的 Proximity Proofs 和 Evaluation Arguments。与 Libra-PCS, Hyrax-
PCS，Virgo-PCS 相⽐，Basefold 不依赖 MLE Quotients Equation 来证明⼀个 MLE 在  点处的取值：

 

Basefold ⽽是利⽤了 Sumcheck 协议，将  在⼀个事先给定的点的取值归约为  在⼀个随机点  点的取值。⽽后者则可以利⽤类似 FRI 的
思想，利⽤ Verifier 给出的挑战向量  对  进⾏递归折叠，⼀⽅⾯这样 Prover 可以证明  的 Degree 的上界（Proof of Proximity），同

时，根据 MLE 的特征，Prover 还同时证明了  的取值。这样，结合 Sumcheck 协议与 FRI ⻛格的折叠协议，我们就可以优雅地得到⼀个 MLE 的
Evaluation Argument。

Basefold 的另⼀个重要洞⻅是如何在任意的有限域上使⽤ FRI ⻛格的 Proof of Proximity。我们知道， FRI 协议充分利⽤了有限域上的 Algebraic FFT
的结构并进⾏交互式的折叠，从⽽可以在保持编码的最⼩相对海明距离（Minimum Relative Hamming Distance）下界基本不变的情况下，把码字
（Codeword）的⻓度以指数级的⽅式缩短，从⽽让 Verifier 可以轻松验证⼀个折叠后的短码字。但对于⼀般情况下难以构造 FFT 的有限域来说，我们
⽆法直接使⽤ FRI 协议。

Basefold 引⼊了 Random Foldable Codes 的概念。这是⼀种采⽤递归⽅式进⾏编码的框架，递归编码可以看成是递归折叠的逆向过程。在 Basefold
协议的 Commit 阶段，Prover ⾸先利⽤⼀个基础编码⽅案  对消息的各个分段分别编码，然后对这些码字进⾏两两编码（这个过程类似 FFT 运算中
的蝴蝶操作），最后得到⼀个单码字。在 Commit-phase 阶段，Prover 和 Verifier 以交互的⽅式对承诺的单个码字进⾏对半折叠，然后承诺折半后的
码字。我们可以证明这个折半后的码字的 Relative Hamming Distance 仍然⼤于⼀个明确的下界。然后双⽅继续进⾏折叠，直到折叠到⻓度与  编
码的⻓度为⽌。这样双⽅就得到了⼀系列码字的承诺。注意到由于编码过程是按照递归的⽅式来编码，因此码字就拥有了类似 RS Code 编码的折叠能
⼒。这样做的优势很明显，采⽤递归折叠的 FRI 协议要相⽐ Tensor Codes ⼀类协议来说，证明尺⼨要显著更优。同时，Basefold 的技术可以应⽤在任
意有限域（ ）上，包括扩张域 。 当然，与 FRI 协议类似，Basefold 协议的承诺计算需要  的时间复杂度，⽽在随后的证
明过程中，Prover 的计算量则保持在 ，如果采⽤ Merkle Tree 作为 Codeword 的承诺⽅案，那么证明尺⼨的复杂度为 。

本⽂我们先了解下 Foldable Linear Codes 的概念。

什么是 Foldable linear codes  
假设基于有限域  的⼀个线性编码  ，其中消息⻓度为  ，码字的⻓度为  ，假设编码后的⻓度相⽐消息⻓度，放⼤了  倍，即

 为传统概念的码率（Code Rate）。根据线性编码的定义，⼀定存在⼀个编码矩阵  ，使得

 

那么，我们可以基于编码矩阵  构造⼀个新的编码矩阵 ：

 

其中  与  是两个对⻆矩阵，它们的对⻆元素为编码⽅案的参数，我们稍后会解释  与  的参数选择。

如果把  看成是另⼀个线性编码  的编码矩阵，那么  的参数为  。也就是与  相⽐，  的码率保持不变，但消息和码字的⻓
度扩⼤为两倍。

举个例⼦，如果假设 ，基础编码⽅案  为⼀个简易的 Reptition Code，  。这样  的消息⻓度正好满⾜
 的要求，即 ，编码后的⻓度为  。

基础编码  的编码矩阵  定义为：

 

假设系统参数  的对⻆元素为 ，⽽  的对⻆元素为 ，我们按照上⾯的公式来构造出 ：

 

直接代⼊ ， 我们可以得到:

 

编码后的码字向量我们单独列出：

 



直接⽤矩阵运算，我们不太能看清楚这个编码的结构。我们换⼀个思路，消息  可以拆分为左右等⻓的两部分，左边  与 右边
，

 

对于等式右边的  矩阵，我们先计算其左上⻆与右上⻆的两个相等的⼦矩阵，即⽤  对  进⾏编码，得到：

 

还有左下⻆的⼦矩阵：

 

同理  的结果类似，只是  换成了  :

 

不难验证，我们⼀样可以得到  在  编码后的结果。

TODO: 补充验证的例⼦。

我们可以简化这个计算过程如下等式：

 

如果我们把  看成是系统参数（常数），那么上⾯等式的编码计算量为 ，包括两次  编码与两次  ⻓度的对位加法。另外这个等式看起来
⾮常类似 （Multiplicative）FFT 算法中的蝴蝶操作：

 

事实上如后⽂所示，这个 Foldable Code 编码过程正是 RS-Code 的⼀个泛化扩展（Generalization）。

⽽我们可以继续递归地构造 ，最终得到线性编码  ，其中消息⻓度 ，编码⻓度 。码率为

， 这⾥  为基础编码的消息⻓度，  为基础编码⻓度，⽽基础编码的选择则⾮常灵活。

我们沿⽤符号  表示  的编码矩阵（或称为⽣成矩阵） ，那么对于  ，我们有下⾯的递归关系：

 

这⾥  和  是两个对⻆矩阵，

 

并且他们在相同位置上的对⻆元素不能相等：

 

假如我们可以通过上⾯的递归等式求出 ，那么对于⻓度为  的消息  ，其编码过程可以直接计算如下：

 

不过这样直接⽤⽣成矩阵  去编码的⽅式⽐较低效，其计算时间复杂度为  。⽽按照上⾯的推导，如果我们不直接利⽤  矩阵，⽽是采⽤
递归的⽅式来对  进⾏编码。基本思路是，我们把  拆分成两部分  和 ，然后⽤  对  和  进⾏分别编码，然后再把编码后的 
和  拼接起来。

 

这样采⽤  的编码过程就被转化为了采⽤  的两次编码过程。我们可以继续递归地计算编码  和 ，直到所拆分后的消息⻓度满
⾜  ，然后我们只要使⽤  ⽣成矩阵来计算基础编码即可，其编码时间复杂度为 。这样总共需要经过  轮递归，其总的计算量仅为

 。

RS code (foldable)  



协议 FRI 中采⽤的 RS code 满⾜上⾯的条件，因此 RS code 是可折叠的。

我们先看看 RS code 中的⽣成矩阵：

 

其中  是  次 Root of Unity，满⾜ ，其中  是码字⻓度，  是消息⻓度。我们可以看到，上述矩阵是⼀个范德蒙矩阵。我们接下来解释，上
⾯这个 RS code 的⽣成矩阵满⾜ Foldable Code 的定义。为了⽅便演示，我们假设 ，那么 ， ，

 

⾸先，我们需要按照 Reversed Bit Order (RBO) 序对  的各⾏进⾏重排。这⾥为何要进⾏ RBO 重排，这与 Multiplicative FFT 的结构有关，具体
解释请参考另⼀篇⽂章。所谓的 RBO 序是指把索引的⼆进制表示倒序，然后把这个倒序的⼆进制数当作新的索引。那么 RBO 序列是

 。这样我们可以把上⾯的范德蒙矩阵的各⾏按照 RBO 序重排，可以得到下⾯的矩阵，记为  ：

 

观察重排后的矩阵，我们可以看出这个矩阵可以分解为  和  的⼦矩阵运算：

 

其中  为：

 

可以验证，左下⻆⼦矩阵可以表示为  ：

 

其中  矩阵正是⼀个对⻆矩阵，满⾜其对⻆线元素互不相等的要求。⽽右下⻆的⼦矩阵可以按如下分解：

 



⽽  正好等于 ，确保  的元素与  的元素互不相等，

 

接下来，我们可以继续递归分解 ：

 

可以看出，这⾥  为：

 

递归分解到最后，我们得到基础编码 ，其仍然是⼀个 RS-Code，记为  。这样我们就证明了 RS-Code 是⼀个可折叠编码，不
过显然 RS-Code 对  有要求，需要其包含⼀个 Order 为  的乘法⼦群，其中  为正整数，并且保证  ⾜够⼤，能容纳  的码字⻓度。
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